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Résumé
Une modélisation réente, qualiée de multiphasique, permettant de dérire le om-
portement des ouvrages en sols renforés par inlusions a été développée et intégrée
dans un ode de alul par éléments nis. Le hamp d'appliation de ette approhe a
été étendu pour rendre ompte du omportement marosopique de matériaux à bres
tels que le plâtre, le béton de bres, les ouvrages en sol renforés par des bres et
les tissus osseux qui présentent une mirostruture onstituée d'une matrie et d'une
distribution de bres plus ou moins longues orientées dans toutes les diretions de l'espae.
Cette approhe est d'abord mise en ÷uvre pour déterminer le omportement élas-
tique du omposite à bre, les résultats obtenus sont omparés à eux fournis par les
shémas d'estimation dilué et de Mori Tanaka, basés sur la solution d'Eshelby, la suite de
e travail est onsarée au développement du modèle dans le adre d'un omportement
anélastique des onstituants. Des solutions analytiques ont été développées permettant
de retrouver le omportement marosopique des matériaux à bres sous ertaines solli-
itations simples dans le adre d'un omportement élasto-plastique ou élastique-fragile
des diérents onstituants. Le modèle est par la suite mis en ÷uvre numériquement dans
le adre de la méthode des éléments nis permettant d'aéder à la réponse de strutures
en matériaux à bres.
Mots-lés : Modèle multiphasique, omportement marosopique, matériaux à bres.
Abstrat
A multiphase model has been reently developed and integrated into a nite element
based ode for the analysis and design of soil strutures reinfored with linear inlusions.
This approah is extended to aount for the marosopi behavior of ber reinfored
materials suh as plaster, onrete ber, soil reinfored by short bers and bone tissues,
whih are onstituted of a matrix and a distribution of ontinuously oriented bers.
The proposed model is performed to evaluate the elasti marosopi stiness of
the omposite material, the obtained results are ompared to those deriving from
the dilute and Mori-Tanaka estimations. The model is then extended to take into
aount a nonelasti behavior of the onstituents. Starting from the derivation of some
analytial solutions to boundary value problems involving ber reinfored materials
in the ontext of elasto-plasti and brittle behavior of the matrix and bers, a f.e.m.-
based ode is developed and applied to simulating the behavior of some typial strutures.
Keywords : Multiphase model, marosopi behavior, ber reinfored materials.
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1.1 Introdution
T
andis que l'emploi des tehniques de renforement de strutures s'est largement géné-
ralisé et diversié, les méthodes de alul et de simulation du omportement de telles
strutures, par nature omposites, exigent enore de nombreux développements, tant sur
le plan théorique (reours aux tehniques d'homogénéisation), que numérique (méthode
des éléments nis). Ainsi, dans le domaine du génie ivil, une modélisation qualiée de
multiphasique a été réemment proposée pour les ouvrages en sols renforés par inlusions
linéaires ontinues souples (terre armée, géotextiles, et.) ou raides (inlusions "rigides",
pieux, et.). Le développement de e modèle s'est eetué en plusieurs étapes suessives,
ave notamment la thèse de B. Sudret (1999) [50℄, suivie de elles de M. Bennis (2002) [2℄,
G. Hassen (2006) [28℄ et enn de Q. Thai Son (2009) [49℄. Ces diérents travaux ont abouti
à l'élaboration d'un ode par éléments nis fondé sur ette modélisation, qui a permis
de répondre aux exigenes d'industriels ou de bureaux d'études onfrontés au dimen-
sionnement de e type d'ouvrage (ANDRA, EdF-SEPTEN, GDS, Projet National ASIRi).
Dans un ontexte diérent, et à une bien plus petite éhelle, d'autres matériaux
omposites industriels (béton ou plâtres de bres, sols renforés par bres ourtes, et.),
et ertains biomatériaux (tissus osseux), présentent par bien des aspets, des aratéris-
tiques mirostruturales tout à fait semblables à elles des sols renforés. Ils sont en eet
onstitués d'une matrie renforée par des bres plus ou moins longues. L'idée diretrie
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du travail proposé dans le adre de ette thèse est d'explorer les possibilités d'étendre le
hamp d'appliation du modèle multiphasique, et de situer la méthode de alul élaborée
sur la base de e modèle par rapport à d'autres tehniques d'homogénéisation, tels que
les shémas d'estimation déjà utilisés pour e type de matériaux (thèse de J. Sanahuja
(2008) [47℄ et A. Fritsh (2009) [25℄).
Ce hapitre introdutif débute par une présentation rapide des matériaux renforés
par bres, suivie de elle de leurs avantages par rapport aux matériaux traditionnels.
La deuxième partie est ensuite onsarée à la présentation des méthodes de alul
ouramment utilisées par les ingénieurs ou faisant l'objet de reherhes atuelles. On
distingue deux grandes familles, à savoir les méthodes analytiques basées sur des
tehniques d'homogénéisation et les approhes numériques de type alul par éléments
nis. La desription de es diérentes méthodes de alul et la diulté à les mettre en
÷uvre sont également présentées. Enn, ette étude bibliographique s'ahève par l'exposé
de l'objetif de e mémoire dont on dérit le plan général.
1.2 Généralités sur les matériaux à bres
Les matériaux renforés par bres sont aujourd'hui prinipalement utilisés industriel-
lement dans de nombreux domaines (aéronautique, génie ivil, automobile, o-shore
pétrolier ...) (gure 1.1). Ils sont généralement fabriqués à partir de bres disjointes
orientées aléatoirement ou non au sein d'une matrie homogène qui en assure la liaison.
a) Béton de fibres b) Plâtre de fibres c) Tissus osseux
Figure 1.1  Exemples des matériaux à bres
Les matries peuvent être déomposées en des atégories suivantes :
⋄ Les matries thermodurissables, onstituées généralement de résines polyesters de
ondensation ou époxydes.
⋄ Les matries thermoplastiques appelées ouramment "plastiques".
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⋄ Les matries thermostables qui sont des résines apables de garder leurs propriétés
méaniques à des températures élevées.
⋄ Les matries métalliques.
⋄ Les matries minérales tel que la pâte de iment ou la éramique.
On peut distinguer en général trois grandes familles de bres :
⋄ Les bres métalliques : aier, inox, fonte, et.
⋄ Les bres organiques : polyamide, polypropylène, arylique, aramide, arbone, et.
⋄ Les bres minérales : verre, wollastonite, basalte, mia, et.
Masse
volumique
(en g/cm3)
Diamètre
moyen
(en µm)
Résistane
à la tration
(en N/mm2)
Module
d'élastiité
(en GPa)
Allongement
à la rupture
(en %)
Fibres métalliques 7,85 50-1000 1000-2500 150-200 3-4
Fibres de verre 2,6 9-15 2000-3000 80 2-3,5
Fibres polypropylène 0,9 >4 500-750 5-10 10-20
TABLEAU 1.1  Caratéristiques et propriétés spéiques de quelques familles de bres
Chaque bre présente des aratéristiques et des propriétés qui lui sont propres (tableau
1.1). Grâe à leurs propriétés méaniques bien supérieurs à elle de la matrie, les
bres ont généralement pour rle d'améliorer les performanes méaniques globales des
matériaux omposites. Selon les bres utilisées et les strutures auxquelles elles sont
inorporées, e rle se traduit par des améliorations relatives à :
⋄ la résistane méanique ;
⋄ la dutilité et la résistane post ssuration ;
⋄ la déformabilité avant rupture ;
⋄ la résistane à l'usure ;
⋄ la tenue au feu.
Les propriétés des matériaux omposites résultent des propriétés des matériaux onsti-
tutifs, de la distribution et de l'orientation des inlusions, du taux volumique des
renforement, de la nature des interfaes inlusions/matrie, du proédé de fabriation...
Bien que leur oût soit plus élevé que elui des matériaux traditionnels, ils peuvent
apporter à leurs utilisateurs des avantages importants :
⋄ L'exellent rapport masse/rigidité/résistane par rapport aux matériaux homogènes.
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⋄ La oneption de matériaux au "juste" besoin, 'est-à-dire présentant des propriétés
élevées uniquement dans les axes de solliitation pour obtenir des gains de masse sup-
plémentaires.
⋄ Le dimensionnement de strutures ayant des propriétés partiulières (par exemple :
matériaux à très faibles ÷ients de dilatation thermique) ou à mémoire de forme
(tels que éléments ondulés pour la onstrution des planhers).
⋄ L'utilisation de matériaux multifontionnels ayant des fontions struturales, mais aussi
d'autres telles que de bonnes propriétés aoustiques, bonne résistane au feu.
⋄ La sensibilité nettement moindre à la fatigue, en omparaison à des matériaux
métalliques.
1.3 Une brève revue des méthodes de alul
1.3.1 Méthodes d'homogénéisation
La détermination des propriétés méaniques des matériaux renforés par bres à partir
des aratéristiques méaniques de l'éhelle mirosopique (matrie et bre) est histori-
quement la première voie retenue. La méthode d'homogénéisation onsiste à substituer un
milieu fortement hétérogène par un milieu tif homogène, que l'on souhaite "équivalent"
dans une gamme de hargements la plus large possible. Ce milieu homogène se omporte
alors "en moyenne" omme le milieu hétérogène à ondition de mesurer les propriétés
méaniques sur une éhelle grande devant la taille des hétérogénéités. Plusieurs approhes
analytiques basées sur des tehniques d'homogénéisation notamment sur le modèle
d'Eshelby, ont été développées dans la littérature (Hashin et Strikmann (1963) [19℄ ;
Hill(1965) [31℄ ; Halpin et Tsai (1969) [20℄ ; Mori-Tanaka (1973) [17℄ ; Hashin (1983) [27℄ ;
Torquato (1991) [53℄ ; Tsai (1992) [54℄...).
Dans le as d'un omposite périodique, les propriétés eetives du matériau om-
posite peuvent être déterminées en utilisant la méthode d'homogénéisation périodique.
La base théorique de ette méthode peut être trouvée dans Bensoussan et al. (1978) [1℄,
Sanhez-Palenia (1980) [48℄ et Kalamkarov (1992) [35℄. La méthode d'homogénéisation
périodique est mathématiquement rigoureuse. D'autres méthodes d'homogénéisation
basées sur la solution d'Eshelby sont utilisées pour l'estimation des propriétés des om-
posites à bres aléatoirement distribuées, les bres étant, dans es méthodes, modélisées
par des inlusions ellipsoïdales.
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Bornes
En élastiité linéaire, l'appliation des deux prinipes du minimum de l'énergie potentielle
et de l'énergie omplémentaire permet l'obtention de bornes des modules d'élastiité. La
mise en ÷uvre de es deux prinipes variationnels utilisant un hamp de déformation
homogène et un hamp de ontrainte homogène onduit par exemple aux bornes dites de
Voigt et de Reuss respetivement ([46℄).
Utilisation des méthodes d'homogénéisation numériques
La méthode des éléments nis onstitue l'une des méthodes numériques utilisées pour
l'évaluation du omportement marosopique des omposites à bres. Les diérentes
étapes d'une telle approhe sont shématisées sur la gure 1.2 :
Modèle
géométrique
Maillage Solution par
éléments finis
Milieu
effectif
Figure 1.2  Etapes de modélisation par éléments nis
Le volume élémentaire représentatif (v.e.r) du matériau hétérogène est tout d'abord
identié et modélisé à l'aide d'un ode de alul par éléments nis, le hoix du v.e.r
devant respeter les positions et les orientations des bres. La deuxième étape du
proessus numérique onsiste à mailler le v.e.r. Les bres de renforement doivent être
disrétisées en éléments nis tridimensionnels. Les onditions aux limites et le hargement
sont ensuite introduits. Ces onditions sont en général assoiées à une déformation
marosopique ou une ontrainte marosopique homogène (voir hapitre 3 pour plus
d'expliations), ou bien en aord ave des onditions de périodiité dans le as d'un
matériau omposite périodique. Par un alul de moyenne des hamps mirosopiques,
les tenseurs de déformation et de ontrainte marosopiques sont évalués, e qui permet
de aluler, pour haque simulation, une ou plusieurs propriétés élastiques eetives du
volume modélisé.
Kari et al. [44℄ ont ainsi étudié le module eetif d'un omposite à bres ourtes
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aléatoirement dispersées en utilisant la méthode des éléments nis. Lusti [13℄ a réalisé
une étude similaire, mais pour des bres longs en alulant les résultats des éléments nis
pour les bres alignées, et en moyennant ensuite le tenseur d'élastiité obtenu sur toutes
les orientations possibles.
Réemment, Liu et al (2005) [55℄ ont développé la méthode des éléments de fron-
tière aélérée (BEM) pour les matériaux renforés par des inlusions "rigides". Cette
méthode peut être appliquée pour les modèles à grande éhelle. L'interation des bres, le
méanisme de transfert de hargement et les propriétés eetives du matériau omposite
peuvent être étudiés en utilisant le ode BEM en faisant varier diérents paramètres tels
que la fration volumique, le rapport d'aspet des bres, la distribution et l'orientation
des bres.
La mise en ÷uvre d'une tehnique de résolution par élément nis exige de traiter
les inlusions de renforement tout omme des éléments tridimensionnels, les prinipales
diultés dans e genre d'études tiennent :
⋄ à la taille des inlusions vis-à-vis de la taille de v.e.r, néessitant un maillage loalement
très n en disrétisant séparément les inlusions et la matrie ;
⋄ au nombre important d'inlusions utilisées onduisant à des systèmes linéaires à ré-
soudre de taille rédhibitoire ;
⋄ à la modélisation de l'interfae matrie/inlusions ;
⋄ au ontraste des propriétés méaniques des matériaux onstituant la matrie et l'inlu-
sion ;
⋄ au aratère anélastique du omportement de la matrie et des inlusions qui doit
forément être pris en ompte pour des aluls réalistes.
1.3.2 Formules simpliées
L'utilisation des méthodes d'homogénéisation a donné naissane à des formules simpli-
ées, permettant d'identier les modules du matériau omposite à partir de eux des
diérents onstituants et de leurs frations volumiques. Ces expressions qui se présentent
en général omme des moyennes arithmétiques ou géométriques des propriétés de la
matrie et des bres peuvent être identiées à la borne supérieure ou inférieure prédite
par la mise en ÷uvre de l'un des deux prinipes énergétiques dérits en 1.3.1.
Pour les matériaux à bres unidiretionnels, Halpin et Tsai ([20℄) proposent les ex-
pressions suivantes pour le module longitudinal EL et le ÷ient de Poisson νLT en
fontion de la fration volumique des bres ηf et des modules d'Young et ÷ients de
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Poisson (Em, νm) de la matrie et (Ef , νf ) de la bre :
EL = Efηf + Em(1− ηf) (1.1)
ν
LT
= νfηf + νm(1− ηf) (1.2)
Tandis qu'ils proposent des expressions plus élaborées pour le module transversal ET , le
÷ient de Poisson νTT et le module de isaillement GL :
M =
1 + ξMα ηf
1− α ηf ave α =
Mf −Mm
Mf + ξMMm
(1.3)
où M désigne ET , νTT ou GL tandis que Mm (resp. Mf) est le module ou le ÷ient
orrespondant de la matrie (resp. bre). ξET , ξνTT et ξGL sont des paramètres adimen-
sionnels qui rendent ompte de la forme des bres et de leurs distributions spatiales dont
l'identiation est expérimentale.
1.4 Vers une modélisation multiphasique des matériaux
renforés par bres
Le modèle multiphasique a été initialement développé pour le alul et le dimensionne-
ment des ouvrages en sol renforé par inlusions. Ce modèle permet de généraliser le point
de vue de l'homogénéisation et ses avantages onsidérables en termes de gain en temps de
alul, à la prise en ompte de l'interation entre la matrie et les inlusions ainsi que des
eets de exion, de isaillement des renforements dans le as des inlusions raides. Le
point de départ de ette modélisation onsiste à remplaer le réseau d'inlusions réparties
de façon disrète au sein de la matrie par une distribution ontinue interagissant ave le
sol.
Le développement de e modèle s'est eetué en plusieurs étapes suessives :
⋄ La thèse de Sudret (1999) [50℄ a fondé les bases théoriques générales de la modélisation
multiphasique. La mise en ÷uvre du modèle dans le adre de la méthode des éléments
nis en élasto-plastiité a été développée, e qui a permis de débouher sur un outil de
alul permettant de résoudre les problèmes plans (déformations planes ou onditions
axisymétriques), sous l'hypothèse d'adhérene parfaite et dans le as où ne sont pris
en ompte que les eorts de tration-ompression dans les renforement (inlusions
"souples").
⋄ La thèse de Bennis (2002) [2℄ a permis d'étendre le domaine d'appliation du modèle
multiphasique à la prise en onsidération d'une loi d'interation élasto-plastique entre
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la matrie et les renforts supposés "souples".
⋄ La thèse de Hassen (2006) [28℄ a onsisté à étendre le modèle au as des strutures
renforées par des inlusions "raides" ou "rigides" (des radiers des fondations sur
pieux par exemple), pour lesquelles les omposantes de exion et de isaillement
jouent un rle prépondérant dans le omportement de la struture, et doivent de
e fait être pris en ompte. L'implémentation numérique du modèle, sous l'hypo-
thèse d'adhérene parfaite, a donné lieu à la mise au point d'un outil de alul pour
les problèmes plans prenant en ompte le omportement élasto-plastique des matériaux.
⋄ Enn, la thèse de Thai Son (2009) [49℄ dont l'objetif est l'extension du modèle
multiphasique à la prise en ompte de l'interation entre les renforements et le sol
environnant. On distingue deux types d'interation : une interation volumique qui
onstitue l'ation volumique mutuelle entre la matrie et la phase renforement et
une interation surfaique qui régit les méanisme de transfert de harge à la phase
renforement.
Le présent travail vise à formuler une modélisation multiphasique adaptée à la desription
du omportement marosopique de matériaux dont la mirostruture est formée de
bres orientées de façon ontinue au sein d'une matrie, ainsi que le développement
d'un outil de alul dédié à la simulation du omportement anélastique de telles strutures.
Plus préisément, le présent mémoire est organisé omme suit :
Le hapitre 2 présente la onstrution du modèle multiphasique pour la modélisa-
tion des matériaux à bres par la méthode des puissanes virtuelles. Une démarhe
analogue à elle présentée par Sudret ([50℄) onduit à la dénition des eorts intérieurs
par phase ainsi qu'aux variables de déformation assoiées. Les lois de omportement sont
onstruites en utilisant le adre lassique de la thermodynamique.
Le hapitre 3 présente des approhes d'homogénéisation lassiques qui sont par la
suite mises en ÷uvres pour identier le omportement marosopique des omposites à
bres. La omparaison des diérents résultats montre que les modules eetifs estimés
par le shéma dilué et elui de Mori-Tanaka oïnident ave eux obtenus par le modèle
multiphasique dans le as limite d'une très faible valeur de la fration volumique de
renforement et d'un fort ontraste des propriétés méaniques de la matrie et des bres.
On introduit au hapitre 4 des lois de omportement anélastiques pour les bres
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et la matrie. Le as d'un omposite à matrie élasto-plastique renforée par des
bres élastiques fragiles, tels que les sols renforés par des bres ainsi que le as d'un
omposite à matrie élastique fragile renforée par des bres élasto-plastiques (as du
béton de bres) sont étudiés. Diérentes solutions analytiques sont développées et uti-
lisées au hapitre 5 omme solutions de référene pour la validation des outils numériques.
On s'intéresse au hapitre 5 à la mise en ÷uvre numérique du modèle multipha-
sique dans le adre de la méthode des éléments nis. Un ode de alul a été ainsi
développé et validé, permettant de prendre en ompte un omportement élastique fragile
ou élasto-plastique des bres et de la matrie.
Le dernier hapitre est enn onsaré à l'estimation du ritère de résistane des
omposites à matrie et bres dutiles. Les approhes statique et inématique du alul
à la rupture sont mises en ÷uvre pour approher respetivement par l'intérieur et
l'extérieur le ritère de résistane marosopique du omposite.
* *
*
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2.1. Introdution 13
2.1 Introdution
C
e hapitre a pour objetif de présenter la onstrution du modèle multiphasique
destiné à appréhender le omportement des matériaux à bres dans le adre d'un
omportement élastique linéaire de tous les onstituants. D'une manière tout à fait
analogue aux travaux de Sudret et de Buhan([18℄) et Sudret ([50℄), la méthode des
puissanes virtuelles a été adoptée pour la onstrution du modèle. Elle aboutit à la
représentation des eorts intérieurs par phase, ainsi qu'aux équations d'équilibre et
onditions aux limites.
Le omportement élastique est ensuite formulé, aboutissant à une relation linéaire
entre ontrainte et déformation marosopiques. Par ailleurs, l'hypothèse d'adhérene
parfaite entre phases a été adoptée aboutissant à de simples relations de loalisation des
ontraintes et déformations.
La dernière partie de e hapitre est onsarée à l'évaluation du omportement
marosopique et plus préisément les tenseurs des modules élastiques C et de souplesse
S de matériaux onstitués d'une matrie et d'une distribution ontinue de bres. Deux
ongurations ont été étudiées : elle d'une distribution isotrope tridimensionnelle et elle
d'une distribution isotrope plane dont les omportements marosopiques sont isotrope
et isotrope transverse respetivement.
2.2 Constrution du modèle multiphasique de matériau
renforé par bres
2.2.1 Méthode des puissanes virtuelles
Le prinipe des puissanes virtuelles est un prinipe fondamental en méanique, qui
exprime sous forme dualisée l'équilibre d'un système. L'appliation de e prinipe qui
fait appel à l'intuition au niveau de la inématique du système étudié, va nous permettre
de onstruire le modèle méanique pour le matériau renforé par bres. La méthode
des puissanes virtuelles omprend plusieurs étapes suessives que l'on va présenter
brièvement(voir [46℄ ).
⋄ On proède tout d'abord à la dénition géométrique du système méanique S et de ses
sous-systèmes S ′.
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⋄ On hoisit l'espae vetoriel U des mouvements virtuels (m.v) notés Û. Cet espae
vetoriel que l'on va onsidérer pour la modélisation méanique du système doit
ontenir les mouvements virtuels rigidiant(m.v.r) le système et ses mouvements réels.
⋄ Sur et espae vetoriel, on postule les expressions des formes linéaires ontinues de
la puissane virtuelle des eorts intérieurs P ′(int)(Û) et extérieurs P ′(ext)(Û), ainsi que
elle des quantités d'aélération A′(Û) pour un sous-système quelonque S ′.
On érit le prinipe des puissanes virtuelles :
• La puissane virtuelle des eorts intérieurs assoiée à tout mouvement rigidiant est
nulle :
∀S ′ ⊂ S, ∀ Û m.v.r , P ′(int)(Û) = 0 (2.1)
• La puissane virtuelle des quantités d'aélération est égale à la puissane virtuelle des
eorts intérieurs et extérieurs pout tout mouvement virtuel :
en référentiel galiléen R, ∀ Û m.v. , A′(Û) = P ′(int)(Û) + P ′(ext)(Û) (2.2)
En utilisant les deux énonés de e prinipe on peut exprimer la forme des eorts inté-
rieurs et trouver les équations du mouvement ainsi que les onditions aux limites. On va
maintenant appliquer ette méthode à la modélisation du matériau renforé par bres.
2.2.2 Desription inématique du milieu multiphasique
On onsidère un volume Ω d'un matériau omposite onstitué d'un milieu ontinu au sein
duquel on vient disposer des bres de renforement linéaires orientées de façon ontinue
dans toutes les diretions de l'espae. Chaque diretion de renforement est repérée par
le veteur unitaire er et l'absisse urviligne le long de ette diretion est représenté par
sr. La desription d'un tel milieu omposite, à l'éhelle mirosopique, est donnée sur la
gure 2.1 a.
La modélisation multiphasique d'un tel milieu onsiste à homogénéiser séparément
la matrie et les familles de bres de façon à avoir un milieu multiphasique où en tout
point géométrique une phase matrie et une innité ontinue de phases renforement sont
en interations mutuelles. Ces phases renforement dérivent les familles d'inlusions de
renforement regroupant haune l'ensemble des bres ayant les même propriétés et la
même orientation.
L'expression milieu multiphasique orrespond au modèle de milieu équivalent de-
vant reproduire le omportement méanique du matériau réel. Un sous-système S ′ est
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dit multiphasique s'il est onstitué de toutes les partiules de toutes les phases ontenues
dans un volume Ω′ et un sous-système S ′j est dit monophasique s'il est onstitué des
seules partiules de la phase j (matrie ou une phase renforement quelonque).
x
Ω
matrice inclusions
r
e
Echelle microscopique
a)
(Echelle macroscopique)
Modèle multiphasique
b)
r
e
U
m
U
r
Figure 2.1  Desription du matériau renforé aux éhelles mirosopique et marosopique
A l'éhelle marosopique, on dénit un mouvement virtuel du milieu multiphasique par
la donnée des hamps de vitesse relatifs à la phase matrie Û
m
et à l'ensemble des phases
renforement {Û r} (gure 2.1 b). Ces hamps sont supposés indépendants, ontinus et
ontinûment dierentiables sur Ω. L'ensemble de es mouvements virtuels noté Û forme
un espae vetoriel U qui ontient notamment les mouvements réels du système :
Û(x) =
{
Û
m
(x); {Û r(x)}
}
(2.3)
2.2.3 Expressions des puissanes virtuelles
Le modèle se onstruit par la méthode des puissanes virtuelles en hoisissant les
diérentes quantités intervenant dans l'expression du prinipe des puissanes virtuelles.
Ces hoix sont guidés par les aratéristiques méaniques dont on souhaite rendre
ompte. Comme on l'a vu dans le hapitre introdutif, la distribution des diretions des
bres de renforement est ontinue et isotrope dans l'espae. On fait l'hypothèse que la
valeur d'une quantité méanique Qr au point x, relative à toutes les phases renforement
s'obtient par intégration sur une demi-sphère unité ω de son homologue qr, au même
point x, orrespondant à la phase renforement :
Qr(x) =
∫
ω
qr(x) dω (2.4)
où dω désigne l'angle solide élémentaire (gure 2.2) qui entoure la diretion de la bre,
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déterminé par :
dω =
dS
r2
= sinθ dθ dϕ (2.5)
x
r
e
er
eq
q
φ
φ
dS
du
z
y
Figure 2.2  Angle solide d'une surfae innitésimale
2.2.3.1 Puissane virtuelle des quantités d'aélération
On exprime la puissane virtuelle des quantités d'aélération sur tout sous-système par
l'intégrale suivante :
A′(Û) =
∫
Ω′
{
ρm(x)γm(x) · Ûm(x) +
∫
ω
ρr(x)γr(x) · Û r(x) dω
}
dΩ′ (2.6)
où γj(x) désigne l'aélération de la partiule de la phase j au point x
2.2.3.2 Puissane virtuelle des eorts intérieurs
La puissane virtuelle des eorts intérieurs est déterminée par intégration d'une densité vo-
lumique sur tout sous-système oupant un volume Ω′. Cette quantité ontient les termes
assoiés à haune des phases et les termes d'interation entre les phases renforement
et la phase matrie. On suppose qu'il n'y a pas d'interation entre les phases renforement.
⋄ Phase matrie : Etant donné que les matériaux onsidérés présentent une fration
volumique de renforement très faible, on peut onsidérer que la matrie du matériau
renforé est un milieu ontinu de Cauhy et on postule lassiquement que la densité de
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puissane virtuelle des eorts intérieurs dépend linéairement du hamp de vitesse et de
ses dérivées premières en x :
p
′m
(int)(Û(x)) = −
(
Am(x) · Ûm(x) + σm(x) : grad Ûm(x)
)
(2.7)
⋄ Phase renforement : Les bres de renforement étant linéaires, élanées et de faible
setion, les eorts de tration-ompression sont prépondérants et on peut négliger les
eets de exion et de isaillement.
Les eorts de tration-ompression ne travaillant que dans la déformation axiale,
on postule pour la densité de puissane virtuelle des eorts intérieurs de la phase
renforement représentant la famille de bre de diretion er, une forme linéaire du
hamp de vitesse et de sa dérivée le long de la diretion de renforement er :
p
′r
(int)(Û(x)) = −
(
Ar(x) · Û r(x) + σr(x) · dÛ
r
(x)
dsr
)
= −
(
Ar(x) · Û r(x) + (er⊗σr(x)) : grad Û r(x)
)
(2.8)
⋄ Interation : Supposant enn que l'interation entre haque phase de renforement et
la matrie soit pontuelle, on postule l'expression :
p
′I
(int)(Û(x)) = −
(
Im(x) · Ûm(x) +
∫
ω
Ir(x) · Û r(x) dω
)
(2.9)
L'expression de la puissane virtuelle des eorts intérieurs d'un sous-système S ′ dépend
de son aratère mono- ou multiphasique. Pour un sous-système S ′j qui oupe un volume
géométrique Ω′, on intègre simplement la densité de puissane virtuelle orrespondante :
P ′j(int)(Û) =
∫
Ω′
p
′j
(int)(Û)dΩ
′
(2.10)
En e qui onerne un sous-système S ′ multiphasique oupant le volume Ω′, la puissane
des eorts intérieurs est obtenue en faisant la somme des ontributions de haque phase
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et les termes d'interation entre phases :
P ′(int)(Û) = −
∫
Ω′
{
Am(x) · Ûm(x) + σm(x) : grad Ûm(x)
}
dΩ′
−
∫
Ω′
{∫
ω
(
Ar(x) · Û r(x) + (er⊗σr(x) : grad Ûm(x))
)
dω
}
dΩ′
−
∫
Ω′
{
Im(x) · Ûm(x) +
∫
ω
Ir(x) · Û r(x) dω
}
dΩ′ (2.11)
2.2.3.3 Puissane virtuelle des eorts extérieurs
Les eorts extérieurs s'exerçant sur un sous-système monophasique S ′j peuvent être de
trois types :
⋄ Des fores de volume orrespondant à des ations à distane exerées par l'extérieur du
système multiphasique omplet S, aratérisées par une densité volumique ρj(x)F j(x).
⋄ Des eorts de ontat dénis sur le pourtour ∂Ω′ par une densité surfaique T jΩ′(x),
exerés sur S ′j par les partiules de la même phase, mais extérieurs au sous-système
onsidéré.
⋄ Des eorts d'interation ave les autres phases dénis par une densité volumique Im
(resp. Ir) dans le as où le sous-système monophasique onstitué de partiules la phase
matrie (resp. une phase renforement).
L'expression de la puissane virtuelle des eorts extérieurs à tout sous-système monopha-
sique S ′j, s'érit alors :
P ′j(ext)(Û) =
∫
Ω′
ρj(x)F j(x) · Û j(x)dΩ′ +
∫
∂Ω′
T jΩ′(x) · Û
j
(x)dS ′
+
∫
Ω′
Ij · Û j(x)dΩ′ (2.12)
Pour le as d'un sous-système multiphasique, les eorts d'interation jouent le rle d'eorts
intérieurs, dont l'expression de la puissane virtuelle est donnée par l'équation (2.9). La
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puissane virtuelle des eorts extérieurs à tout sous-système multiphasique se réduit don
à :
P ′(ext)(Û) =
∫
Ω′
{
ρm(x)Fm(x) · Ûm(x) +
∫
ω
ρr(x)F r(x) · Û r(x) dω
}
dΩ′
+
∫
∂Ω′
{
TmΩ′(x) · Û
m
(x) +
∫
ω
T rΩ′(x) · Û
r
(x) dω
}
dS ′ (2.13)
2.2.4 Mise en ÷uvre du prinipe des puissanes virtuelles
On applique le premier énoné du prinipe des puissanes virtuelles qui exprime la nullité
de la puissane des eorts intérieurs dans tout mouvement virtuel rigidiant un système
ou sous-système quelonque. Pour un mouvement de translation d'un sous-système
monophasique S ′j :
Û(x) =
{
0, ..., Û
j
(x) = Û 0, 0, ...
}
(2.14)
on obtient ompte-tenu de (2.7) et (2.8) :
∀Ω′ ∈ Ω, ∀Û 0
∫
Ω′
Am(x) · Û 0dΩ′ =
∫
Ω′
Ar(x) · Û0dΩ′ = 0 (2.15)
on en déduit :
Am(x) = Ar(x) = 0 (2.16)
On s'intéresse maintenant à un mouvement virtuel de rotation, déni par :
Û(x) =
{
0, ..., Û
j
(x) = Ω̂0 ∧ x, 0, ...
}
(2.17)
Dans e as grad Û = Ω̂
0
est un tenseur antisymétrique du seond ordre et on obtient
ompte-tenu de (2.7) et (2.8) :
∀Ω′ ∈ Ω, ∀Ω̂
0
∫
Ω′
σm(x) : Ω̂
0
dΩ′ =
∫
Ω′
(er⊗σr(x)) : Ω̂
0
dΩ′ = 0 (2.18)
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Il en résulte la symétrie du tenseur σm(x) ainsi que elle de (er⊗σr(x)), la seonde
ondition signiant que :
σr = σr(x)er (2.19)
On onsidère nalement pour un sous-système multiphasique S ′ quelonque un mouve-
ment virtuel de translation : Û(x) =
{
Û 0, ... Û0
}
. Il résulte de (2.11) :
∀Ω′ ∈ Ω, ∀Û 0
∫
Ω′
{
Im(x) +
∫
ω
Ir(x)dω
}
· Û 0dΩ′ = 0 (2.20)
d'où Im(x) +
∫
ω
Ir(x)dω = 0, de sorte que l'on peut réérire (2.9) sous la forme :
p
′I
(int)(Û(x)) = −
∫
ω
Ir(x) ·
(
Û
r
(x)− Ûm(x)
)
dω (2.21)
Cette expression fait don intervenir les vitesses relatives des phases renforement par
rapport à la phase matrie. L'expression (2.11) devient nalement :
P ′(int)(Û) = −
∫
Ω′
{
σm(x) : grad Û
m
(x) +
∫
ω
(
σr(x)er⊗er : grad Û
r
(x)
)
dω
}
dΩ′
−
∫
Ω′
{∫
ω
Ir(x) ·
(
Û
r
(x)− Ûm(x)
)
dω
}
dΩ′ (2.22)
On applique maintenant le seond énoné du prinipe des puissanes virtuelles à des
mouvements virtuels quelonques. On reporte (2.6), (2.13) et (2.22) dans (2.2) et on
regroupe les termes assoiés à haque hamp de vitesse virtuelle Û
j
(x), il vient :∫
Ω′
{
−σm(x) : grad Ûm(x) +
[
ρm(x)(Fm(x)− γm(x)) +
∫
ω
Ir(x) dω
]
· Ûm(x)
}
dΩ′
+
∫
ω
{∫
Ω′
[
(−σr(x)er⊗er) : grad Û
r
(x)) + [ρr(x)(F r(x)− γr(x)− Ir(x))] · Û r(x)
]
dΩ′
}
dω
+
∫
∂Ω′
TmΩ′(x) · Û
m
(x)dS ′ +
∫
ω
{∫
∂Ω′
T rΩ′(x) · Û
r
(x)dS ′
}
dω = 0 (2.23)
En appliquant le théorème de la divergene à la puissane des eorts intérieurs de haque
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phase, on obtient alors : ∀S ′ ⊂ S, ∀ Û ∈ U ,
∫
Ω′
{
div σm(x) + ρm(x)(Fm(x)− γm(x)) +
∫
ω
Ir(x) dω
}
· Ûm(x)dΩ′
+
∫
ω
{∫
Ω′
[div (σr(x)er⊗er) + ρr(x)(F r(x)− γr(x))− Ir(x)] · Û
r
(x)dΩ′
}
dω
+
∫
∂Ω′
[TmΩ′(x)− n(x) · σm(x)] · Û
m
(x)dS ′
+
∫
ω
{∫
∂Ω′
[T rΩ′(x)− σr(x)(n(x) · er)er]Û
r
(x)dS ′
}
dω = 0 (2.24)
Les hamps de vitesse de haque phase onstituant un mouvement virtuel Û étant
indépendants, on peut don annuler séparément les termes assoiés à haque phase. Pour
haque phase, on onsidère tout d'abord des hamps de vitesse nuls sur la frontière ∂Ω′,
la nullité en tout point de l'intégrande assoié à l'intégrale volumique donne les équations
d'équilibre par phase et la nullité de l'intégrale de surfae pour des hamps quelonques
onduit aux onditions aux limites qui s'érivent pour la phase matrie et les phases
renforement séparément :
divσm(x) + ρm(x)(Fm(x)− γm(x)) +
∫
ω
Ir(x)dω = 0 (2.25)
∀Ω′ ⊂ Ω, ∀x ∈ Ω′ :
div (σr(x) er⊗er) + ρr(x)(F r(x)− γr(x))− Ir(x) = 0 (2.26)
et les onditions aux limites par phase :
TmΩ′(x) = σ
m(x) · n(x) (2.27)
T rΩ′(x) = σ
r(x)(n(x) · er)er (2.28)
Les eorts intérieurs sont dérits par le hamp de ontraintes σm dans la phase matrie,
un hamp de ontraintes uniaxiales σrer⊗er pour haune des phases de renforement.
On dénit suessivement pout tout point x, les quantités suivantes :
ρF = ρmFm +
∫
ω
ρrF r dω , T = Tm +
∫
ω
T r dω , ργ = ρmγm +
∫
ω
ρrγr dω (2.29)
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et
Σ = σm +
∫
ω
σrer⊗er dω (2.30)
Par sommation des équations (2.25), (2.26), (2.27) et (2.28), on obtient un système
d'équations globales :
∀Ω′ ⊂ Ω,

divΣ(x) + ρ(x)(F (x)− γ(x)) = 0 ∀x ∈ Ω′
T (x) = Σ(x) · n(x) ∀x ∈ ∂Ω′
(2.31)
On reonnaît dans (2.31) l'équation d'équilibre et les onditions aux limites obtenues
pour un milieu ontinu de Cauchy lassique. Dans e ontexte, le tenseur Σ représente
le tenseur des ontraintes totales, tandis que σm et σr désignent les ontraintes partielles
respetivement dans la matrie et dans haque phase de renforement. Les eorts d'inter-
ation, qui sont des eorts intérieurs au système multiphasique, n'apparaissent pas dans
es équations.
2.3 Elastiité du milieu multiphasique
2.3.1 Déformations du milieu multiphasique
On introduit un hamp de déplaement pour haune des phases : ξm pour la phase
matrie et ξri en e qui onerne la phase renforement i. Sous l'hypothèse des petites
perturbations (HPP), les variables de déformations sont elles qui apparaissent en
dualité des variables dérivant les eorts intérieurs dans l'expression du travail de
déformation du systèmeW ′de´f(ξm, {ξr}). En substituant dans l'expression de la puissane
virtuelle des eorts intérieurs (2.22) les déplaements ξj(x) aux vitesses virtuelles Û
j
,
on obtient au signe près l'expression du travail de déformation du système multiphasique :
W ′de´f(ξm, {ξr}) =
∫
Ω′
{
σm(x) : grad ξm +
(∫
ω
σr(x)er⊗er : grad ξr
)
dω
}
dΩ′
+
∫
Ω′
{∫
ω
Ir(x) · (ξr − ξm) dω} dΩ′ (2.32)
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On dénit :
εm =
1
2
(
grad ξm + tgrad ξm
)
(2.33)
εr = (er⊗er) : grad ξr =
∂(ξr · er)
∂sr
(2.34)
et ompte tenu de la symétrie de σm, l'expression du travail de déformation peut s'érire
sous la forme :
W ′de´f(ξm, {ξr}) =
∫
Ω′
σm : εmdΩ′ +
∫
Ω′
{∫
ω
σrεr dω
}
dΩ′ +
∫
Ω′
{∫
ω
Ir · (ξr − ξm) dω
}
dΩ′
(2.35)
où la dépendane des hamps de ontrainte et de déformation du veteur position x a été
omise volontairement pour alléger l'ériture. On onstate que les variables de déformation
du modèle sont le tenseur des déformations linéarisées εm pour la phase matrie, la dé-
formation axiale εri pour haque phase renforement i et le déplaement relatif (ξ
r
i
− ξm)
pour l'interation de haque phase renforement i ave la matrie.
2.3.2 Thermodynamique du milieu multiphasique
On se plae en régime isotherme et dans le adre de la thermodynamique des milieux
ontinus an d'obtenir le omportement élastique du milieu multiphasique.
Par dénition, l'énergie totale W t d'un système matériel est la somme de son énergie
inétique K et de son énergie interne E :
W t = K + E (2.36)
Le premier prinipe de la thermodynamique est enore appelé loi de onservation de
l'énergie. Il stipule que la variation de l'énergie totale d'un système matériel est égale à la
somme de la puissane des eorts extérieurs développés sur le système dans son mouve-
ment réel P ′(ext)(U) et de la quantité de haleur reçue par le système Q par unité de temps :
W˙ t = E˙ + K˙ = P ′(ext)(U) + Q˙ (2.37)
où la notation (˙) désigne la dérivation par rapport au temps.
L'énergie inétique totale d'un sous-système multiphasique Ω′ s'obtient omme la
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somme des énergies inétiques de haque phase :
K =
∫
Ω′
1
2
ρm(x)(Um(x))2dΩ′ +
∫
ω
{∫
Ω′
1
2
ρr(x)(U r(x))2dΩ′
}
dω (2.38)
et sa dérivée temporelle vaut don :
K˙ =
∫
Ω′
ρm(x)Um(x) · γm(x)dΩ′ +
∫
ω
{∫
Ω′
ρr(x)U r(x) · γr(x)dΩ′
}
dω (2.39)
qui est égale à la puissane des quantités d'aélération dans le mouvement réel A′(U).
On introduit maintenant la puissane de déformation P ′de´f qui est liée à la puis-
sane des eorts intérieurs dans le mouvement réel par :
P ′de´f (U) = −P ′(int)(U) (2.40)
En appliquant le prinipe des puissanes virtuelles (2.2) pour un mouvement réel on
obtient :
P ′de´f = P ′(ext)(U)−A′(U) = P ′(ext)(U)− K˙ (2.41)
et en ombinant les équations (2.37) et (2.41), on peut identier le taux de variation
d'énergie interne du système est égale à la somme de la puissane de déformation et le
taux de haleur reçue du système :
E˙ = P ′(ext)(U)− K˙ + Q˙ = P ′de´f + Q˙ (2.42)
Le seond prinipe dénit une grandeur intensive positive appelée température absolue
et notée T , et postule l'existene d'une fontion thermodynamique extensive S appelée
entropie et telle que l'on ait toujours l'inégalité :
S˙ ≥ Q˙
T
(2.43)
L'égalité n'est obtenue que dans le as partiulier des transformations réversibles. On
introduit les densités volumiques totales d'énergie interne e, d'entropie s, obtenues par
sommation de leur valeur sur haque phase, la fontion d'état appelé l'énergie libre est
2.3. Elastiité du milieu multiphasique 25
dénie par :
Ψ = e− Ts (2.44)
On en déduit le taux de variation d'énergie interne pour un sous-système multiphasique
oupant un volume Ω′ :
E˙ =
∫
Ω′
(Ψ˙ + T s˙)dΩ′ =
∫
Ω′
Ψ˙dΩ′ + T S˙ (2.45)
Compte tenu de l'équation (2.42) on obtient :
P ′de´f −
∫
Ω′
Ψ˙dΩ′ = T S˙ − Q˙ (2.46)
En appliquant l'inégalité (2.43), il vient :
P ′de´f −
∫
Ω′
Ψ˙dΩ′ ≥ 0 (2.47)
Cette expression ave les deux prinipes de la thermodynamique forment l'inégalité de
Clausius−Duhem et traduisent la non-négativité de la dissipation intrinsèque. Compte
tenu de l'hypothèse des petites perturbations, on en déduit la puissane de déformation
pour le milieu multiphasique en substituant les vitesses aux déplaements dans (2.35),
soit :
P ′de´f =
∫
Ω′
σm : ε˙mdΩ′ +
∫
Ω′
{∫
ω
σrε˙r dω
}
dΩ′ +
∫
Ω′
{∫
ω
Ir · (ξ˙r − ξ˙m) dω
}
dΩ′ (2.48)
2.3.3 Comportement élastique
En supposant que la densité d'énergie libre est argumentée par les seules variables de
déformations (εm, εr) et qu'elle se déompose additivement sur les diérentes phases du
système, il vient :
Ψ(εm, εr, ξr − ξm) = ψm(εm) +
∫
ω
ψr(εr) dω +
∫
ω
ψI,r(ξr − ξm) dω (2.49)
Compte tenu de (2.48), l'inégalité (2.47) s'érit sous la forme :
∀(ε˙m, ε˙r, ξ˙r − ξ˙m),
(
σm − ∂ψ
m
∂εm
)
: ε˙m +
∫
ω
(
σr − ∂ψ
r
∂εr
)
· ε˙r dω
+
∫
ω
(
Ir − ∂ψ
I,r
∂(ξr − ξm)
)
· (ξ˙r − ξ˙m) dω ≥ 0 (2.50)
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Le omportement élastique du milieu multiphasique se traduit par la réversibilité de
ses évolutions, 'est à dire la nullité du taux de dissipation intrinsèque volumique.
On onsidère suessivement des évolutions pour lesquelles les "taux de déformation"
(ε˙m, ε˙r, ξ˙
r − ξ˙m) sont tous nuls sauf un. On obtient :
σm =
∂ψm
∂εm
(2.51)
σr =
∂ψr
∂εr
(2.52)
Ir =
∂ψI,r
∂(ξr − ξm) (2.53)
Dans le adre de l'élastiité linéaire, on adopte une expression quadratique pour haque
densité d'énergie libre :
ψm(εm) =
1
2
εm : Cm : εm , ψr(εr) =
1
2
αr(εr)2 , ψI,r(ξr−ξm) = 1
2
(ξr−ξm)·CI,r·(ξr−ξm).
(2.54)
où Cm désigne le tenseur des modules élastiques de la phase matrie, αr est la raideur
salaire pour haque phase renforement et CI,r le tenseur d'interation. On en déduit
les lois de omportement de haque phase et de l'interation qui s'érivent, en supposant
que l'état initial est naturel :
⋄ phase matrie :
σm = Cm : εm (2.55)
⋄ phase renforement représentant la famille de bres de diretion er :
σr = αr εr (2.56)
⋄ interation matrie/renforement :
Ir = CI,r · (ξr − ξm) (2.57)
On trouve que le omportement élastique linéaire du milieu multiphasique est omplète-
ment déterminé par la donnée des omportements élastiques des phases le onstituant et
de leur interation.
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2.3.4 Comportement élastique linéaire sous l'hypothèse
d'adhérene parfaite
L'hypothèse d'adhérene parfaite entre phases se traduit par l'égalité des hamps de
déplaements de toutes les phases matrie et renforement, soit :
∀x ∈ Ω, ∀i, ξm(x) = ξr
i
(x) = ξ(x) (2.58)
On introduit maintenant le tenseur de déformation marosopique déni par :
∈ = 1
2
(grad ξ + tgrad ξ) (2.59)
Compte tenu de l'hypothèse d'adhérene parfaite (2.58), on identie les variables de
déformation assoiées à haque phase :
⋄ phase matrie :
εm = ∈ (2.60)
⋄ phase renforement représentant la famille de bre de diretion er :
εr =
∂(ξ · er)
∂sr
= ∈ : (er⊗er) (2.61)
Les équations (2.55) et (2.56) exprimant la loi de omportement pour haque phase se
réérivent ompte tenu de (2.60) et (2.61) par :
σm = Cm : εm = Cm : ∈ (2.62)
σr = αrεr = (αrer⊗er) : ∈ (2.63)
En reportant es relations dans (2.30), il apparaît ainsi que la ontrainte marosopique
Σ est reliée à la déformation marosopique par une relation linéaire :
Σ = C : ∈ (2.64)
où le tenseur des modules élastiques du milieu multiphasique C se déompose additive-
ment en la ontribution de la phase matrie et elle de haque phase de renforement :
C = Cm +
∫
ω
αrer⊗er⊗er⊗er dω (2.65)
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Relations de loalisation
En supposant que l'état de ontraintes marosopiques Σ soit onnu, on peut aluler
diretement les ontraintes partielles par appliation d'opérateurs de loalisations :
σm = Lm : Σ (2.66)
σr = Lr : Σ (2.67)
Pour déterminer es opérateurs, on introduit le tenseur des souplesses vériant :
∈ = S : Σ , S = (C)−1 (2.68)
A partir de (2.62), (2.63) et (2.68), on arrive aux expressions suivantes des tenseurs de
loalisation des ontraintes :
σm = Cm : (S : Σ) =⇒ Lm = Cm : S (2.69)
σr = (αr er⊗er) : (S : Σ) =⇒ Lr = (αr er⊗er) : S (2.70)
En e qui onerne les déformations, les relations de loalisation sont exprimées par (2.60)
et (2.61).
Densité énergie libre
Du point de vue énergétique, l'hypothèse d'adhérene parfaite implique la nullité des
déplaements relatifs entre les phases, l'expression de la densité d'énergie libre devient :
Ψ =
1
2
εm : Cm : εm +
∫
ω
1
2
αr(εr)2 dω (2.71)
Compte-tenu de (2.60), (2.61), (2.65) et (2.68), elle s'exprime en fontion du tenseur des
modules élastiques ou du tenseur de souplesse du milieu multiphasique par :
Ψ =
1
2
Σ : S : Σ =
1
2
∈ : C : ∈ (2.72)
qui est la forme lassique de la densité d'énergie libre d'un milieu ontinu élastique.
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2.3.5 Lien ave l'éhelle mirosopique. Détermination des ara-
téristiques méaniques élastiques des diérentes phases
An d'identier les aratéristiques élastiques des phases renforement et faire le lien
entre la ontrainte partielle σr et la ontrainte mirosopique dans la bre σf , on alule
la résultante dR des eorts extérieurs appliqués par une phase renforement r sur une
faette dS de normale n (gure 2.3) :
n
er
dS
dS  =
f
h ud dS
r
Figure 2.3  Faette dS de normale n
dR = (σrdω er⊗er)n dS (2.73)
La phase renforement r étant représentative des bres dont l'orientation er se trouve
dans l'angle solide élémentaire dω, la setion élémentaire umulée des bres d'orientation
er, traversant la faette dS est alors donnée par :
dSf = ηrdω dS (2.74)
où ηrdω désigne la fration volumique des bres dont l'orientation se trouve dans l'angle
solide élémentaire dω.
La projetion dSf0 de dS
f
sur le plan perpendiulaire à la diretion er est donnée
par :
dSf0 = dS
f(n.er) = η
rdω dS(n.er) (2.75)
A l'éhelle mirosopique, la résultante dR orrespond à la somme des eorts élémentaires
exerés sur la surfae élémentaire dS par les bres d'orientation er se trouvant dans l'angle
solide dω et représentées par la phase renforement r, soit :
dR = (σfer)dS
f
0 = σ
fηrdω dS(er⊗er)n (2.76)
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où σf désigne la ontrainte axiale dans la bre de renforement.
La omparaison des deux expressions (2.73) et (2.76) permet alors d'identier la
relation entre la ontrainte marosopique partielle σr et la ontrainte mirosopique σf
faisant intervenir la fration volumique ηr :
σr = σfηr (2.77)
Dans le adre d'un omportement élastique linéaire des bres, la ontrainte uniaxiale σf
peut être reliée à la déformation axiale εf de la bre par :
σf = Efεf (2.78)
où Ef est le module d'Young du matériau onstitutif de la bre.
La déformation axiale de la bre orientée selon la diretion er est donnée par :
εf = εr = ε : (er⊗er) (2.79)
soit, en ombinant (2.77), (2.78) et (2.79) :
σr = ηrEfεr = ηrEf(er⊗er) : ε (2.80)
On retrouve alors la loi de omportement élastique de la phase renforement r (2.63) où
la raideur αr est identiée à :
αr = ηrEf (2.81)
Dans le as d'une distribution ontinue et isotrope des bres, la fration volumique totale
de renforement f r est donnée par :
f r =
∫
ω
ηrdω = 2πηr (ηr = te) (2.82)
Il est aussi intéressant de onsidérer le as d'une distribution plane et ontinue des
bres (gure 2.4). Cette situation peut être renontrée par exemple, pour les plaques
omposites dont les renforts se trouvent dans le même plan que la plaque.
En repérant haque point matériel du matériau renforé par ses oordonnées polaires
(r, θ). Les résultats établis préédemment dans le as d'une distribution tridimensionnelle
restent valables mais il onvient de remplaer le terme d'angle solide dω par le terme
d'angle dθ. Dans e as, la fration volumique totale f r des bres de renforement est
liée à ηr par la relation suivante :
f r =
∫ π
0
ηrdθ = πηr (ηr = te) (2.83)
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Figure 2.4  Distribution ontinue de bres dans le plan (Oxy)
2.4 Evaluation du omportement global du matériau
renforé par bres
2.4.1 Cas d'une distribution tridimensionnelle de bres
Le tenseur des modules élastiques global du milieu multiphasique (2.65) s'exprime par :
C = Cm + Cr (2.84)
où Cr désigne la ontribution des phases renforement au tenseur d'élastiité :
Cr =
∫
ω
αrer⊗er⊗er⊗er dω = αr
∫ 2π
ϕ=0
∫ π/2
θ=0
er⊗er⊗er⊗er sin θdθ dϕ (2.85)
Dans le as d'un omportement élastique linéaire isotrope de la phase matrie, Cm est
entièrement déni par la donnée des deux ÷ients de Lamé λm et µm :
Cm = λmI⊗I + 2µmI (2.86)
où I et I désignent les tenseurs unitaires d'ordre 2 et 4 respetivement.
An de préiser le omportement global, on adopte la notation matriielle de V oigt
qui exploite les symétries, pour réduire le nombre des omposantes onsidérées. On
transforme les tenseurs des ontraintes et des déformations en veteurs olonnes :
Σ←→ {Σ} = t{Σxx,Σyy,Σzz,Σxy,Σyz,Σxz} (2.87)
∈ ←→ {∈} = t{∈xx,∈yy,∈zz, 2 ∈xy, 2 ∈yz , 2 ∈xz} (2.88)
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Dans ette représentation, le tenseur élastique du quatrième ordre C est représenté par
une matrie [C] symétrique 6 x 6. La relation linéaire (2.64) s'exprime dans le adre de
notation de V oigt par :
Σ = C : ∈ ←→ {Σ} = [C] · {∈} (2.89)
En tenant en ompte de (2.85) et (2.86), on obtient la matrie d'élastiité marosopique
déduite de l'expression tensorielle (2.84) du milieu multiphasique C, qui s'érit sous la
forme :
[C]=

λeq+2µeq λeq λeq 0 0 0
λeq λeq+2µeq λeq 0 0 0
λeq λeq λeq+2µeq 0 0 0
0 0 0 µeq 0 0
0 0 0 0 µeq 0
0 0 0 0 0 µeq

(2.90)
Cette matrie peut s'identier à elle traduisant un omportement élastique isotrope
d'un matériau de ÷ients de Lamé :
λeq = λm +
2π
15
αr et µeq = µm +
2π
15
αr (2.91)
Le module d'Young et le ÷ient de Poisson du matériau équivalent peuvent être alors
alulés :
Eeq =
µeq(3λeq + 2µeq)
λeqµeq
et νeq =
λeq
2(λeq + µeq)
(2.92)
On introduit le module d'Young Em et le ÷ient de Poisson νm de la phase matrie :
λm =
νmE
m
(1 + νm)(1− 2νm) , µ
m =
Em
2(1 + νm)
(2.93)
et le paramètre Er déni par :
Er = 2παr = f rEf (2.94)
En ombinant es 4 dernières relations, on aboutit au module d'Young et au ÷ient
de Poisson du matériau équivalent :
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Eeq = Em +
1
3
3Em(3− 4νm + 8ν2m) + 2Er(1− νm − 2ν2m)
15
Em
Er
+ 4(1− νm − 2ν2m)
(2.95)
νeq = νm +
1− 5νm + 2ν2m + 8ν3m
15
Em
Er
+ 4(1− νm − 2ν2m)
(2.96)
2.4.2 Cas d'une distribution bidimensionnelle de bres
Dans le as d'une distribution ontinue dans le plan, la ontribution des phases renfore-
ment au omportement marosopique du matériau s'érit :
Cr =
∫ π
0
αrer⊗er⊗er⊗er dθ = αr
∫ π
0
er⊗er⊗er⊗er dθ (2.97)
d'où l'expression suivante du tenseur d'élastiité du milieu multiphasique, exprimé sous
forme matriielle :
[C]=

λm + 2µm + 3π
8
αr λm + π
8
αr λm 0 0 0
λm + π
8
αr λm + 2µm + 3π
8
αr λm 0 0 0
λm λm λm + 2µm 0 0 0
0 0 0 µm 0 0
0 0 0 0 µm 0
0 0 0 0 0 µm + π
8
αr

(2.98)
Pour aratériser l'orthotropie du milieu multiphasique, il est ommode de aluler le
tenseur des omplaisanes élastiques :
[S] = [C]−1 =

1
ET
−νTT
ET
−νLT
ET
0 0 0
−νTT
ET
1
ET
−νLT
ET
0 0 0
−νLT
ET
−νLT
ET
1
EL
0 0 0
0 0 0 1
2GLT
0 0
0 0 0 0 1
2GLT
0
0 0 0 0 0 1+νTT
ET

(2.99)
Il apparaît ainsi que le omportement de e milieu multiphasique est isotrope transverse
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autour de l'axe ez. On identie les inq ÷ients aratérisant e omportement qui
dépendent des paramètres Em, νm, E
r
:
-les modules d'Young longitudinal et transversal :
EL = E
m +
2Emν2m
2
Em
Er
+ Er(1− νm − 2ν2m)
(2.100)
ET = E
m +
Em(3− 2νm + 3ν2m) + Er(1− ν2m)
8
Em
Er
+ 3Er(1− ν2m)
(2.101)
-le module de isaillement longitudinal/transversal qui est elui de la phase matrie seule :
GLT = G
m =
Em
2(1 + νm)
(2.102)
-les ÷ients de Poisson
νTT =
8Emνm + E
r(1− ν2m)
8Em + 3Er(1− ν2m)
(2.103)
νLT =
2Emνm
2Em + Er(1− νm − 2ν2m)
(2.104)
2.5 Conlusions
Partant d'une desription géométrique et inématique, qui onsiste à remplaer un milieu
renforé ave des bres par la superposition d'une matrie et d'une innité de phases
renforement animés de inématiques diérentes, une extension du modèle multiphasique
permettant de prendre en ompte une telle morphologie a été développée par la méthode
des puissanes virtuelles, aboutissant à une desription marosopique des ontraintes
et déformations pour de tels matériaux omposites. Cei a été omplété par une loi
de omportement élastique marosopique qui déoule du omportement élastique des
diérents onstituants. Les relations de loalisation permettant d'aéder aux ontraintes
et déformations partielles, 'est-à-dire par phase, à partir de la donnée de la ontrainte ou
de la déformation totale, ont été établies sous l'hypothèse de l'adhérene parfaite entre
les diérentes phases.
Cette approhe a été par la suite mise en ÷uvre pour estimer le omportement
marosopique de matériaux à bres equi-orientées, dans le plan ou dans l'espae,
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permettant d'évaluer le tenseur d'élastiité marosopique et de l'exprimer en fontion
des modules apparents ou modules de l'ingénieur.
* *
*
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3.1. Introdution 39
3.1 Introdution
C
hapitre est onsaré à la présentation des shémas d'estimations et à leur mise en
÷uvre pour l'évaluation du omportement marosopique de matériaux renforés
par bres, dans le adre d'un omportement élastique linéaire des onstituants.
Les notions de séparation d'éhelles, règles de moyenne et les onditions aux li-
mites homogènes sont rappelées à la setion 3.2. Cette setion se termine par une
première estimation des propriétés élastiques d'un omposite, basée sur la mise en
÷uvre des prinipes du minimum des énergies potentielle et omplémentaire, permettant
d'aéder aux bornes de Voigt et Reuss.
Le problème de l'inlusion d'Eshelby est ensuite rappelé, les shémas d'estimations
dilué et de Mori-Tanaka sont présentés puis mis en ÷uvre pour estimer le omportement
eetif des omposites à bres.
Ce hapitre se termine par la omparaison entre les estimations du modèle multi-
phasique données au hapitre préédent et elles des shémas dilué et de Mori-Tanaka.
3.2 Notations de base
Cette setion propose une brève introdution des onepts et des notations de base de
l'homogénéisation des milieux aléatoires ([4℄). On onsidère une struture onstituée d'un
matériau hétérogène à mirostruture aléatoire. A l'éhelle marosopique, elle peut être
aratérisée par une longueur L qui est la taille de la struture. A l'éhelle mirosopique
le matériau onstitutif est aratérisé par la taille des hétérogénéités d (gure 3.1).
structure
L
microstructuremilieu homogène équivalent
v.e.r.
homogénéisation
d
Figure 3.1  Desription multi-éhelles
On déni le v.e.r dont la taille υ doit satisfaire à la double ondition, dite de séparation
d'éhelles : d ≪ υ ≪ L. Il s'agit d'une double ondition néessaire pour que la notion
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de v.e.r soit valide [4℄. La première ondition υ ≪ L permet de onsidérer la struture
omme un milieu ontinu tandis que la deuxième ondition d≪ υ permet de aratériser
le omportement du v.e.r par une loi homogène.
3.2.1 Moyenne d'un hamp
La moyenne du hamp q(x) sur le domaine géométrique Ω (v.e.r) est dénie par :
〈 q 〉 = 1|Ω|
∫
Ω
q(x) dΩ (3.1)
3.2.2 Conditions aux limites homogènes
An d'établir le lien entre les deux omportements mirosopique et marosopique, on
onsidère la problématique de la dénition du hargement marosopique appliqué au
v.e.r. Le premier problème onsiste à imposer sur le bord ∂Ω du v.e.r une ondition
dite "homogène en ontrainte" (gure 3.2 a) : la fore surfaique imposée au point
x sur le bord ∂Ω est dénie par T (x) = Σ.n(x), où n(x) est le veteur normal au
point onsidéré. Σ s'interprète omme la ontrainte marosopique. On désigne alors
par σ un hamp de ontrainte statiquement admissible ave Σ. Par dénition, il est
assujetti aux onditions limites i-dessus et vérie la ondition d'équilibre divσ = 0.
On peut montrer que la ontrainte marosopique Σ imposée est égale à la moyenne du
hamp des ontraintes dans le domaine : Σ = 〈 σ 〉 (voir la démonstration dans l'annexe B).
L'alternative onsiste à se donner une ondition aux limites de type homogène en
déformation (gure 3.2 b) : ξ(x) = ∈.x, où ∈ s'interprète omme la déformation ma-
rosopique et ξ(x) désigne le déplaement loal au point x. On note ε(x) = ∇sξ(x)
un hamp de déformation inématiquement admissible ave ∈ sur le bord 'est-à-dire
vériant la relation de moyenne : ∈ = 〈 ε(x) 〉.
Ω
a) Condition homogène en contrainte
n
vΩ
T= .nΣ
x
Ω
vΩ =    .x
x
b) Condition homogène en déformation
x ∈
Figure 3.2  Conditions aux limites homogènes
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3.2.3 Lemme de Hill
Les onditions aux limites homogènes (en ontrainte ou déformation) permettent d'établir
le lemme de Hill ([32℄, [38℄). Ce dernier se présente sous la forme d'une règle de ohérene
"énergétique" (annexe B), onernant la quantité "travail de déformation" :
〈 σ∗ : ε′ 〉 = 〈 σ∗ 〉 : 〈 ε′ 〉 (3.2)
où σ∗ est un hamp de ontrainte statiquement admissible, 'est-à-dire satisfaisant
l'équation d'équilibre divσ∗ = 0 et ε
′
est un hamp des déformations mirosopiques
inématiquement admissible, qui satisfait la ondition de ompatibilité géométrique.
L'énoné (3.2) est valable si l'un ou l'autre des hamps σ∗ ou ε
′
vérie une ondition aux
limites de type uniforme.
Dans le as d'une ontrainte homogène imposée sur le bord du v.e.r, e lemme
permet de démontrer que la déformation marosopique est égale à la moyenne du
hamp des déformations mirosopiques ∈ = 〈 ε 〉. De même, pour le as de déformation
homogène imposée aux limites, la ontrainte marosopique doit être dénie omme la
moyenne du hamp des ontraintes mirosopiques Σ = 〈 σ 〉.
An de déterminer la rigidité eetive d'un milieu, on impose sur un v.e.r soit
une ontrainte marosopique Σ et on alule la déformation marosopique en prenant la
moyenne du hamp des déformations mirosopiques dans le v.e.r, soit une déformation
marosopique ∈ et on alule la ontrainte marosopique en prenant la moyenne du
hamp des ontraintes mirosopiques dans le v.e.r. Notons Chom le tenseur de rigidité
eetive du matériau étudié, on érit la loi de omportement eetif sous la forme
suivante :
Σ = Chom : ∈ (3.3)
3.2.4 Loalisation
Dans le ontexte de l'élastiité linéaire, le hamp des ontraintes mirosopiques dépend li-
néairement de la valeur du tenseur de ontrainte marosopique. Cette linéarité s'exprime,
en tout point x du v.e.r la relation suivante :
σ(x) = B(x) : Σ (3.4)
où B(x) est un tenseur du quatrième ordre, appelé tenseur de loalisation ou de onen-
tration dont la moyenne sur le v.e.r est égale au tenseur unité d'ordre quatre I.
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Notant S(x) le tenseur de souplesse au point x, la loi de omportement miroso-
pique s'exprime par :
ε(x) = S(x) : σ(x) (3.5)
soit en tenant ompte de (3.4) :
ε(x) = S(x) : B(x) : Σ (3.6)
La déformation marosopique est alors reliée à la ontrainte marosopique par la
relation linéaire suivante :
∈ = 〈 ε(x) 〉 = 〈 S(x) : B(x) : Σ 〉 = Shom : Σ (3.7)
où Shom désigne le tenseur de souplesse eetif donné par :
Shom = 〈 S(x) : B(x) 〉 (3.8)
De la même façon, on introduit le tenseur de loalisation en déformation A(x) qui relie la
déformation marosopique et le hamp des déformations mirosopiques orrespondant :
ε(x) = A(x) : ∈ (3.9)
dont la moyenne est aussi égale à I. La loi de omportement mirosopique (3.5) peut
aussi être exprimée par la relation suivante :
σ(x) = C(x) : ε(x) (3.10)
faisant intervenir le tenseur des modules d'élastiité C.
En remplaçant la déformation mirosopique ε(x) par son expression en fontion
de ∈ (3.9) dans (3.10), on obtient :
σ(x) = C(x) : A(x) : ∈ (3.11)
dont la moyenne sur le v.e.r s'érit :
Σ = Chom : ∈ (3.12)
où Chom désigne le tenseur de rigidité eetif donné par :
Chom = 〈C(x) : A(x) 〉 (3.13)
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Sous réserve de la ondition de séparation d'éhelles, le théorème de Hill-Mandel ([30℄,
[37℄) montre que le tenseur de souplesse eetive obtenu dans le adre de onditions aux
limites homogènes en ontrainte est égal à l'inverse du tenseur de rigidité eetive obtenu
dans le adre de onditions aux limites homogènes en déformation, au troisième ordre près
en (d/υ) :
Chom : Shom = I+O
(
d
υ
)3
(3.14)
3.2.5 Approximations de Voigt et Reuss
Dans le adre de onditions aux limites homogènes, pour une ontrainte marosopique
imposée, les prinipes de minima de l'énergie potentielle et de l'énergie omplémentaire
fournissent des bornes supérieure et inférieure au sens de l'énergie potentielle [10℄ :
2Σ : 〈 ε(ξ′) 〉 − 〈 ε(ξ′) : C : ε(ξ′) 〉 ≤ Σ : Shom : Σ ≤ 〈 σ∗ : S : σ∗ 〉 (3.15)
où Σ est la ontrainte marosopique imposée. Les inégalités i-dessus ont lieu pour
tout hamp σ∗ statiquement admissible ave Σ et pour tout hamp de déplaement ξ
′
inématiquement admissible.
Pour une déformation marosopique imposée ∈ dans le adre de onditions aux
limites homogènes, les prinipes de minima de l'énergie potentielle et de l'énergie
omplémentaire fournissent de même des bornes supérieure et inférieure au sens de de
l'énergie omplémentaire :
2∈ : 〈 σ∗ 〉 − 〈 σ∗ : S : σ∗ 〉 ≤ ∈ : Chom : ∈ ≤ 〈 ε(ξ′) : C : ε(ξ′) 〉 (3.16)
Les inégalités i-dessus ont lieu pour tous les hamps ξ
′
inématiquement admissibles ave
∈ et pour tous les hamps σ∗ satisfaisant la ondition d'équilibre. L'appliation direte de
(3.15) ou de (3.16) ombinée ave un hoix de hamp σ∗ et ε(ξ) donne les bornes de Voigt
et de Reuss de la rigidité eetive des milieux hétérogènes.
3.3 Problème de l'inlusion d'Eshelby
D'une façon générale, le problème de l'inhomogénéité d'Eshelby étudie une inlusion el-
lipsoïdale I, élastique linéaire homogène (raideur CI), plongée dans un milieu solide éga-
lement élastique linéaire homogène (raideur Cm), supposé inni (gure 3.3).
On se donne asymptotiquement des onditions aux limites homogènes en déformation
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x( ) =x ∈.x=
| |x
I b
a
t ba=
I
Figure 3.3  Problème de l'inlusion d'Eshelby
(ξ(x) → ∈.x pour |x| → ∞). Eshelby ([11℄,[12℄) a montré que la déformation εI dans
l'inlusion est alors homogène. Elle dépend évidemment linéairement de la déformation
imposée à l'inni :
εI = AI : ∈ = (I+ P : (CI − Cm))−1 : ∈ (3.17)
où P = SE : Sm désigne le tenseur de Hill et SE est le tenseur d'Eshelby (annexe C)
qui dépend du rapport d'aspet τ de l'inlusion (gure 3.3) et de la rigidité du milieu
environnant(voir [33℄, [41℄, [42℄).
3.3.1 Shéma dilué
On onsidère un matériau onstitué d'inhomogénéités élastiques linéaires homogènes, de
fration volumique f , oupant des domaines de même forme et de même orientation
(phase r, aratérisée par Cr), immergées dans une matrie élastique linéaire homogène
(phase m, aratérisée par Cm). En supposant que la onentration en inlusions de maté-
riau est susamment faible an de négliger les interations entre les inlusions, on admet
que haque inlusion est plongée dans un milieu inni indépendamment des autres sou-
mise à l'inni à une déformation marosopique homogène ∈. Par onséquent, à partir de
(3.17), le tenseur de loalisation dans la phase r s'érit :
Ar = [I+ P : (Cr − Cm)]−1 (3.18)
Ensuite, à partir de (3.13) et de la relation 〈A 〉 = I, on obtient la rigidité équivalente du
matériau homogénéisé :
Cdl = Cm + f(Cr − Cm) : [I+ P : (Cr − Cm)]−1
= Cm + f [P+ (Cr − Cm)−1]−1 (3.19)
On étend e résultat au as d'un milieu hétérogène ayant N phases où toutes les inlusions
de haque phase sont de même forme et de même orientation et en notant fi (i = 1, ..N)
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la fration volumique de la phase i, le tenseur élastique marosopique est estimée par
([34℄) :
Cdl = Cm +
N∑
i=1
fi(C
i − Cm) : [I+ Pi : (Ci − Cm)]−1
= Cm +
N∑
i=1
fi[P
i + (Ci − Cm)−1]−1 = Cm + 〈T 〉 (3.20)
où :
〈T 〉 =
r∑
i=2
fiT
i
ave Ti = [Pi + (Ci − Cm)−1]−1 (3.21)
Le terme Ti représente la ontribution de la phase i au omportement global du matériau
omposite.
3.3.2 Shéma de Mori-Tanaka
Ce shéma vise à améliorer l'estimation diluée en tenant ompte l'interation entre les
inlusions. Cette estimation est basée sur la solution du problème d'Eshelby, dans lequel
la ondition de déplaement à l'inni (ξ(x) → ∈.x pour |x| → ∞) est remplaée par
une ondition du même type mais faisant intervenir une déformation auxiliaire ∈∗ qui
s'interprète omme la déformation moyenne dans la matrie : ξ(x) → ∈∗.x pour |x| →
∞. La relation entre la déformation moyenne ∈∗ et la déformation marosopique ∈ est
obtenue en exploitant la règle de moyenne sur les déformations loales : 〈 ε 〉 = ∈. Pour
un matériau omposite à deux phases, on obtient ([3℄ ; [51℄) :
∈∗ = [(1− f)I+ f [I+ P : (Cr − Cm)−1]]−1 : ∈ (3.22)
On en déduit l'estimation de Mori-Tanaka du tenseur élastique marosopique ([34℄) :
CMT = Cm + f [(1− f)P+ (Cr − Cm)−1]−1 (3.23)
Dans le as d'un milieu hétérogène ayant N phases où toutes les inlusions de haque
phase sont de même forme, le tenseur élastique marosopique est estimé par :
CMT = Cm + [(1−
N∑
i=1
fi)〈T 〉−1 + (Ci − Cm)−1]−1 (3.24)
où 〈T 〉 est donné par (3.21).
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3.4 Appliation aux matériaux à bres et omparaison
ave les résultats du modèle multiphasique
3.4.1 Cas d'un renforement unidiretionnel
An de omparer les estimations du omportement marosopique obtenues par la mise
en ÷uvre du modèle multiphasique et des shémas d'estimation, on onsidère dans un
premier temps le as d'un omposite unidiretionnel, 'est-à-dire onstitué d'une matrie
renforée par une seule famille de bres parallèles orientées suivant ex. On supposera que la
fration volumique totale de renforement f r est très faible tandis que les aratéristiques
méaniques du matériau de renforement sont très grandes devant elles de la matrie
(Ef ≫ Em).
Modèle multiphasique
La modélisation multiphasique d'un tel milieu, onduit, ave l'hypothèse de l'adhérene
parfaite entre phases, au tenseur d'élastiité marosopique ([6℄ ; [26℄ ; [27℄) :
Chom = Cm + Erex⊗ ex⊗ ex⊗ ex (3.25)
qui aratérise le omportement d'un matériau isotrope transverse autour de la diretion
de renforement ex. Il peut être aratérisé par les modules et ÷ients longitudinaux
et transversaux :
- Modules d'Young longitudinal et transversal :
EL = E
m + Er , ET =
Em + Er
1 +
Er
Em
(1− ν2m)
(3.26)
- C÷ients de Poisson longitudinal et transversal :
νL = νm , νT = νm
Em + (1 + νm)E
r
Em + (1− ν2m)Er
(3.27)
Estimation diluée - Estimation de Mori-Tanaka
En supposant que la forme des bres soit ellipsoïdale ave un rapport d'aspet τ très
grand, on estime le tenseur élastique marosopique du shéma dilué et du shéma de
Mori-Tanaka en eetuant le passage à la limite :
f r −→ 0 , f rEf = Er , τ −→ ∞ (3.28)
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D'une façon pratique, le alul de l'estimation diluée et elle de Mori-Tanaka se fait en
remplaçant Ef par Er/f r dans (3.20) et (3.24), puis en développant les résultats en série
à l'ordre 1 autour de f r = 0. Dans es onditions le shéma dilué et elui de Mori-Tanaka
donnent les mêmes résultats, on utilise l'exposant
∗
an de représenter le module élastique
équivalent (tableau 3.1).
Module Développement limité
E∗L E
m + Er +
(2ν2m−4νmνf−νm+2ν
2
f
)Em
1+νm
f r
E∗T
Em+Er
1+ E
r
Em
(1−ν2m)
+ c1
c2
f r
ν∗L νm + 2(ν
2
m − νm − νmνf + νf)f r
ν∗T νm
Em+(1+νm)Er
Em+(1−ν2m)E
r +
c3
c4
f r
G∗LT
Em
2(1+νm)
+ 2(ν
2
m−1)
Em(4νm−3)
f r
TABLEAU 3.1  Shéma dilué et shéma de Mori-Tanaka - Modules élastiques à l'ordre 1 en f r
Les ÷ients c1, c2, c3, c4 sont données par :
c1 = (E
m)3
(
8ν3mν
2
f + 2ν
3
m − 6ν2mν2f − 16ν2mνf − 2ν2m + 12νmνf + 5νm − 5
)
+Er(Em)2 (16ν4mνf + 8ν
4
m − 12ν3mνf − 10ν3m + 2ν2m − 16ν2mνf + 12νmνf + 10νm − 10)
+(Er)2Em (8ν5m − 2ν4m − 13ν3m + 7ν2m − 5νm + 5)
c2 = {Em(4ν2m + νm − 3)− Er(4ν4m + ν3m − 7ν2m − νm + 3)} {Em + Er(1− ν2m)}
c3 = (E
m)2
(
8ν3mν
2
f + 2ν
3
m − 6ν2mν2f − 16ν2mνf − 6ν2m + 12νmνf + 5νm − 1
)
+ErEm (16ν4mνf + 12ν
4
m − 12ν3mνf − 10ν3m − 16ν2mνf − 10ν2m + 12νmνf + 10νm − 2)
+(Er)2 (8ν5m − 2ν4m − 13ν3m − ν2m + 5νm − 1)
c4 = {Em + Er (1− ν2m)}2(4νm − 3)
(3.29)
En onfrontant les valeurs du tableau (tableau 3.1) à elles obtenues à la setion préé-
dente, il apparaît que les modules élastiques du milieu biphasique adhérent sont exate-
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ment les termes d'ordre 0 du développement limité des formules des shémas dilué et de
Mori-Tanaka.
3.4.2 Cas d'une distribution ontinue de bres dans un plan Oxy
On onsidère le as d'une distribution plane et ontinue des bres, ette situation peut
être renontrée pour les plaques omposites dont les renforts se trouvent dans le même
plan que la plaque (voir setion 2.4).
Modèle multiphasique
On rappelle que la matrie d'élastiité [C] du milieu multiphasique formée dans e as par
((2.98)) :
[C] =

λm+2µm+3π
8
αr λm+π
8
αr λm 0 0 0
λm+π
8
αr λm+2µm+3π
8
αr λm 0 0 0
λm λm λm+2µm 0 0 0
0 0 0 µm 0 0
0 0 0 0 µm 0
0 0 0 0 0 µm+π
8
αr

(3.30)
Estimation diluée - Estimation de Mori-Tanaka
Pour déterminer l'estimation du tenseur élastique marosopique par la mise en ÷uvre des
shémas dilué (3.20) et de Mori-Tanaka (3.24), il apparaît plus naturel d'utiliser, ompte
tenu de la distribution des bres, les oordonnées polaires pour le repérage dans le plan
0xy. Chaque point matériel du matériau renforé étant repéré par ses oordonnées polaires
(r, θ) gure 3.4.
x
y
r
er
q
Figure 3.4  Coordonnées polaires
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Le terme 〈T 〉 dans la formule (3.21) s'érit sous la forme d'une intégrale sur le demi-erle
unité :
〈T 〉 =
∑
i
fiTi =
f r
π
∫ π
0
T(θ) dθ (3.31)
Les aluls sont eetués ave le logiiel de alul formel Maple, ils permettent de trouver
la même matrie de rigidité marosopique dont l'expression est donnée par :

λm+2µm+ 3π
8
αr+d1 λ
m
+
π
8
αr+d2 λ
m
+d3 0 0 0
λm+π
8
αr+d2 λ
m
+2µm+3π
8
αr+d1 λ
m
+d3 0 0 0
λm+d3 λ
m
+d3 λ
m
+2µm+d4 0 0 0
0 0 0 µm+d4 0 0
0 0 0 0 µm+d5 0
0 0 0 0 0 µm+π
8
αr+d6

(3.32)
où les ÷ients d1, d2, d3, d4, d5, d6 sont déterminés par :
d1 =
(18µm+6λm)µmν
f
2
+[12(µm)2+28λm µm+8(λm)2]ν
f
+(7λm+18µm)µm
4(λm+3µm)
f r
d2 =
(6µm2+2λm)µmν
f
2
+[36(µm)2+36λm µm+8(λm)2]ν
f
− (3λm+10µm)µm
4(λm+3µm)
f r
d3 =
(λm+2µm) (6µm ν
f
+µm+λm+2λm ν
f
)
2(λm+3µm)
f r
d4 =
(λm+2µm) (λm+5µm)
λm+3µm
f r
d5 =
µm (2λm+5µm)
λm+3µm
f r
d6 =
µm[(6µm+2λm)ν
f
2 − (4λm+12µm)ν
f
+14µm+5λm]
4(λm+3µm)
f r
(3.33)
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3.4.3 Cas d'une distribution tridimensionnelle de bres
Dans e as, le matériau omposite onsidéré est onstituée d'une matrie et d'une distri-
bution de bres de renforement orientées dans toutes les diretions de l'espae (voir la
setion 2.4).
Modèle multiphasique
En e qui onerne l'estimation multiphasique du omportement marosopique, la ma-
trie de raideur est donnée par (2.90) dont on rappelle l'expression :
λeq+2µeq λeq λeq 0 0 0
λeq λeq+2µeq λeq 0 0 0
λeq λeq λeq+2µeq 0 0 0
0 0 0 µeq 0 0
0 0 0 0 µeq 0
0 0 0 0 0 µeq

(3.34)
Cette matrie peut s'identier à elle d'un omportement élastique isotrope de ÷ients
de Lamé :λeq = λm + 2π
15
αr et µeq = µm + 2π
15
αr
Estimation diluée - Estimation de Mori-Tanaka
Etant donnée la distribution isotrope des bres on opte pour une déomposition des termes
mis en jeu dans les estimation diluée (3.20) et Mori-Tanaka (3.24) dans la base sphérique
(er, eθ, eφ) (gure 3.5).
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Figure 3.5  Coordonnées sphériques
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Le terme 〈T 〉 dans la formule (3.21) s'érit sous la forme d'un intégrale sur une demi-
sphère unité :
〈T 〉 =
∑
i
fiTi =
f r
2π
∫ 2π
φ=0
∫ π/2
θ=0
T(φ, θ) sin θ dθ dφ (3.35)
Les deux estimations diluée et elle de Mori-Tanaka sont identiques, la matrie du om-
portement marosopique obtenue après simpliation est la suivante, où on a négligé les
termes de seond ordre en f r :
λeq+2µeq+g1 λ
eq
+g2 λ
eq
+g2 0 0 0
λeq+g2 λ
eq
+2µeq+g1 λ
eq
+g2 0 0 0
λeq+g2 λ
eq
+g2 λ
eq
+2µeq+g1 0 0 0
0 0 0 µeq+g3 0 0
0 0 0 0 µeq+g3 0
0 0 0 0 0 µeq+g3

(3.36)
où g1, g2, g3 sont des fontions du premier ordre de f
r
:
g1 =
(12λm+36µm)µmν2
f
+[48(µm)2+76λmµm+20(λm)2]ν
f
+110(µm)2+57λmµm+5(λm)2
15(λm+3µm)
f r
g2 =
(4λm+12µm)µmν2
f
+[96(µm)2+92λmµm+20(λm)2]ν
f
+5(λm)2+9λmµm − 10(µm)2
λm+3µm
f r
g3 =
4
15
µm[(λm+3µm)ν2
f
+− (2λm+6µm)ν
f
+6λm+15µm]
λm+3µm
f r
(3.37)
3.5 Conlusions
Ce hapitre a présenté quelques éléments de base de miroméanique pour les milieux
élastiques hétérogènes en vue d'appliations pour les matériaux à bres.
On a rappelé tout d'abord les notions de base : le v.e.r, les notions de ontraintes
et déformations marosopiques et mirosopiques en lien ave les onditions sur le
bord du v.e.r, les règles de moyenne, le lemme de Hill. On a donné l'expression générale
du tenseur de rigidité homogénéisé à l'aide de la notion de tenseur de loalisation de
ontrainte et de déformation. Après avoir évoqué la notion de bornes, on a présenté le
problème d'Eshelby pour le as de l'inlusion de forme ellipsoïdale, qui est à l'origine
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d'une lasse très importante de shémas d'homogénéisation lassiques.
Les estimations diluée et de Mori-Tanaka des aratéristiques eetives du maté-
riau à bres sont présentées. On s'est intéressé ii à 3 distributions spatiales des bres de
renforement : distribution des bres selon une seule diretion, distribution ontinue dans
un plan et distribution ontinue dans l'espae. On a noté que l'estimation diluée et elle
de Mori-Tanaka donnent le même résultat dans le as limite d'une très faible valeur de la
fration volumique de renforement et d'un fort ontraste des propriétés méaniques de
la matrie et des bres. On a montré également que l'estimation fournie par le modèle
multiphasique oinide au premier ordre ave elles fournies par les shémas d'estimations
dilué et de Mori-Tanaka.
Ces résultats rejoignent eux retrouvés par de Buhan et Hassen (2008) ([8℄) qui se
sont intéressés à la omparaison des estimations du modèle biphasique sous l'hypothèse
d'adhérene parfaite et elles obtenues par la mise en ÷uvre d'une approhe d'homogé-
néisation périodique.
Il est à préiser que les matériaux omposites étudiées ii présentent des frations
volumiques de bres telles que l'emploi du shéma dilué ave plusieurs diretions de
renforement soit pertinent. L'estimation donnée par e shéma onsiste à eetuer une
homogénéisation par un modèle diérentiel ([39℄ ; [43℄). La mise en ÷uvre d'un telle
démarhe en homogénéisation périodique, bien qu'elle ne puisse être défendue sur le
plan théorique, étant donné qu'il n'y a pas de séparation d'éhelles entre les diérentes
familles de bres, onduirait au même résultat.
* *
*
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4.1. Introdution 55
4.1 Introdution
E
n vue de se familiariser ave le modèle multiphasique pour les matériaux à bres,
on va étudier dans e hapitre des exemples illustratifs de résolution de problèmes
multiphasiques en tenant ompte d'un omportement anélastique de la matrie ou des
bres. Dans la première partie de e hapitre (setion 4.2), on onsidère un matériau
omposite dont la mirostruture est onstituée d'une matrie élastique linéaire isotrope,
renforée par une distribution ontinue plane de bres élastiques fragiles ([22℄, [23℄).
La réponse marosopique d'une éprouvette onstituée d'un tel matériau omposite est
analysée dans le as où elle est soumise à un hargement marosopique orrespondant à
une déformation uniaxiale homogène, une déformation de isaillement homogène, un essai
de tration-ompression en déformation plane et enn un essai de exion en déformation
plane.
La setion 4.2.6 est onsarée au développement de la solution analytique du pro-
blème de tration-ompression simple d'une éprouvette en matériau omposite à bres
ontinuement distribuées(distribution isotrope tridimensionnelle des bres).
Dans la suite de e hapitre (setion 4.3), on présente une extension du modèle
multiphasique à la prise en ompte d'un omportement élasto-plastique des diérentes
phases : matrie et renforements. La phase matrie est supposée élastique parfaitement
plastique obéissant au ritère de von Mises tandis que les phases renforement obéissent
à un ritère de plastiité parfaite unidimensionnel. L'exemple d'une éprouvette omposite
soumise à une déformation uniaxiale homogène est traité analytiquement.
4.2 Extension du modèle multiphasique à la prise
en ompte du omportement élastique endomma-
geable des bres
4.2.1 Comportement élastique endommageable des bres
On onsidère un matériau omposite dont la mirostruture est onstituée d'une matrie
élastique linéaire isotrope renforée par une distribution ontinue de bres élastiques
endommageables.
La phase matrie représentant la matrie est supposée élastique, homogène et iso-
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trope, de onstantes de Lamé λm et µm :
σm = λm(trε)I + 2µmε (4.1)
L'état d'une phase renforement est aratérisé par deux variables, la déformation εr et
l'endommagement quantié par une variable salaire d et omprise entre 0 et 1 ([36℄). La
relation ontrainte-déformation dans haque phase renforement s'érit :
σr = αr(d)εr où αr(d) = (1− d)αrs ; d roissant (4.2)
où αrs est la rigidité à l'état sain (d = 0). Il est aussi possible de dérire le omportement
adouissant des phases renforement, en renseignant le module tangent αr
T
et la ontrainte
au pi σr0 (gure 4.1). Dans le as où la valeur α
r
T
vaut 0 le omportement élastique du
ε0
σ
r
r
σ
r
o
εo
r
a
r
= 0T
a
r
< 0T
a
r
=-¥Tar(d)
εo
r
(d)
σ
r
o(d)
Figure 4.1  Courbe ontrainte-déformation des phases renforements
matériau sain est suivi d'un plateau horizontal, tandis que lorsque αr
T
tend vers −∞, le
omportement devient élastique fragile. La loi de omportement s'érit :
σr =

αr(d)εr(θ) si |εr| ≤ εr0(d) =
σr0(d)
αrs(d)
0 sinon
(4.3)
ave
σr0(d)− σr0 = αrT[εr0(d)− εr0] (4.4)
où εr0 désigne la déformation orrespondant à la limite d'élastiité initiale σ
r
0 tandis que
εr0(d) est la déformation orrespondante à la limite d'élastiité σ
r
0(d) de la phase ren-
forement pour la valeur du paramètre d'endommagement d. Compte tenu de (4.2) e
paramètre peut s'érit :
d =
αrs − αrT
αrs
(
1− ε
r
0
εr0(d)
)
(4.5)
Par la suite, pour des appliations du modèle multiphasique on va s'intéresser tout d'abord
au as où le omportement des bres est fragile (module tangent αr
T
= −∞, αr = αrs).
Dans e as, haque phase renforement obéit au ritère de rupture :
f r(σr) = |σr| − σr0 = αr|εr| − σr0 (4.6)
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On note que la ontrainte au pi σr0 est liée à elle du matériau onstitutif des bres σ
f
0 par :
σr0 = η
rσf0 =

f rσf0
π
as d'une distribution bidimensionnelle de bres
f rσf0
2π
as d'une distribution tridimensionnelle de bres
(4.7)
4.2.2 Cas d'une déformation uniaxiale homogène imposée
Considérons maintenant une éprouvette en matériau renforé par une distribution bidi-
mensionnelle de bres qui est soumise à une déformation homogène de la forme (gure
4.2) :
∈ =∈ ex⊗ex (4.8)
Tant que le ritère de rupture n'est pas atteint dans auune phase renforement, la
ontrainte marosopique suivant l'axe Ox est déterminée par la loi de omportement
marosopique (2.64). Elle s'érit ompte tenu de (2.98) :
Σxx = Σ = (λ+ 2µ+
3π
8
αr) ∈ (4.9)
Le terme
3π
8
αr représente la ontribution des phases renforement à la rigidité du maté-
riau omposite suivant l'axe Ox.
ex
ey er
q
Figure 4.2  Déformation homogène uniaxiale imposée
La déformation axiale de la phase renforement représentant les bres d'orientation θ
(0 ≤ θ ≤ π/2) est donnée par :
εr(θ) = ∈ : (er⊗er) =∈ (ex⊗ex) : (er⊗er) =∈ cos2 θ (4.10)
Cette fontion est maximale pour θ = 0, e qui veut dire que les bres orientées suivant
l'axe de la déformation imposée sont les bres les plus solliitées. La limite d'élastiité de
la struture est alors atteinte lorsque le ritère de la phase renforement représentant es
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bres est saturé, soit :
maxf r(σr, θ) = f r(σr, 0) = αrεr(0)− σr0 (4.11)
La limite d'élastiité est alors atteinte pour ∈el= σr0/αr = εr0. Au-delà de ette valeur,
deux seteurs angulaires ontenant les bres endommagées, symétriques par rapport à
l'axe Ox orrespondant intervalles [0, β] et [π − β, π], apparaissent(gure 4.3).
x
y
er
b
zone endommagéezone endommagée
b
Figure 4.3  Déformation marosopique uniaxiale : zones endommagées
Le tenseur C dérivant le omportement marosopique est alors estimé en tenant ompte
de es intervalles d'endommagement.
C = Cm + Cr(β) = Cm + αr
∫ π−β
β
er⊗er⊗er⊗er dθ (4.12)
Dans e as, la ontribution des phases renforement à la rigidité du matériau omposite
suivant l'axe Ox est la omposante Crxxxx qui peut être donnée en fontion du paramètre
d'endommagement β par :
Crxxxx = α
r
∫ π−β
β
cos4 θ dθ = αr(
3π
8
− cos
3β sin β
2
− 3 cos β sin β
4
− 3β
4
) (4.13)
Les phases renforement représentant les bres de diretion β étant à leur limite d'élas-
tiité, l'amplitude du seteur endommagé peut alors être alulée par :
f r(σr, β) = αr(∈ cos2 β)− σr0 = 0 (4.14)
d'où
β = aros(
√
σr0
αr ∈) (4.15)
On obtient nalement la relation eort déformation suivante :
Σ = [λm + 2µm + g(β)] ∈ (4.16)
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ave :
g(β) = αr(
3π
8
− cos
3β sin β
2
− 3 cosβ sin β
4
− 3β
4
) (4.17)
ave g(0) = 3π
8
αr et g(π
2
) = 0. L'évolution de la ontrainte marosopique Σ suivant la
diretion de la solliitation x, en fontion de ∈ est présenté sur la gure 4.4.
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Figure 4.4  Déformation marosopique uniaxiale : ourbe ontrainte-déformation
Cette ourbe présente une première phase élastique linéaire, ette phase se termine lorsque
le ritère de rupture des phases renforement représentant les bres de diretion suivant
l'axe Ox est atteinte. Au-delà de ette limite d'élastiité, une zone endommagée se propage
et la ourbe tend asymptotiquement vers le omportement de la matrie seule. La gure
4.5 présente l'évolution du paramètre d'endommagement β en fontion de la déformation
imposée ∈.
Ce problème est repris pour diérentes valeurs de αr
T
. Les résultats sont représentés sur la
gure 4.6. Mis à part les deux ourbes extrêmes orrespondantes aux bres fragiles (αr
T
=
−∞) et dutiles (αr
T
= 0), le proessus d'endommagement de la struture sous hargement
de déformation marosopique homogène uniaxiale est à deux niveaux : endommagement
loal des phases renforement aratérisé par la variable salaire d introduite en (4.2) et
endommagement global exprimé par l'évolution de l'angle β aratérisant la zone des bres
où le ritère est saturé. Ces ourbes tendent asymtotiquement vers la ourbe orrespondant
au omportement de la matrie.
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∈
p
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∈
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Figure 4.5  Déformation marosopique uniaxiale : évolution du paramètre d'endommagement
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Figure 4.6  Déformation marosopique uniaxiale : ourbes ontrainte-déformation en fontion
de αr
T
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4.2.3 Cas d'une solliitation de tration en déformation plane
L'essai onsidéré est elui d'une éprouvette soumise à une solliitation de tration suivant
la diretion x, sous les onditions de déformations planes dans le plan Oxy (gure 4.7).
Sxx= S
ex
ey er
q
Figure 4.7  Solliitation de tration en déformation plane
Le tenseur de déformation marosopique est de la forme :
∈ =∈ ex⊗ex+ ∈yy ey⊗ey (4.18)
où ∈=∈xx est la déformation presrite tandis que l'état de ontrainte marosopique est
de la forme suivante :
Σ = Σxx ex⊗ex + Σzz ez⊗ez (4.19)
qui vérie bien les onditions de bords libres sur les bords de l'éprouvette de normale (±ey).
La première phase d'évolution est élastique, au ours de laquelle la loi de ompor-
tement élastique (2.64) permet d'érire, ompte tenu de (2.98) les relations suivantes :
Σxx = Σ = (λ
m + 2µm + Crxxxx) ∈ +(λm + Cryyyy) ∈yy (4.20)
Σyy = (λ
m + Crxxyy) ∈ +(λm + 2µm + Cryyyy) ∈yy = 0 (4.21)
Σzz = λ
m(∈ + ∈yy) = 0 (4.22)
De (4.21) on déduit la déformation marosopique suivant l'axe Oy :
∈yy= −
λm + Crxxyy
λm + 2µm + Cryyyy
∈ (4.23)
La relation ontrainte-déformation suivant l'axe de solliitation est alors donnée, ompte
tenu de (4.23) et (4.20) par :
Σ = Edp ∈ (4.24)
où Edp est le module de tration-ompression en déformation plane alulé par :
Edp = (λm + 2µm + Crxxxx)−
(λm + Crxxyy)
2
λm + 2µm + Cryyyy
(4.25)
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La déformation axiale de la phase renforement représentant les bres d'orientation θ est
alors donnée par :
εr(θ) = ∈ : (er⊗er) =∈ cos2 θ+ ∈yy sin2 θ
=∈
(
cos2 θ − (λ
m + Crxxyy)
λm + 2µm + Cryyyy
sin2 θ
)
(4.26)
Cette fontion est maximale pour θ = 0, e qui veut dire que les bres horizontales sont
les bres les plus solliitées. La limite d'élastiité de la struture est alors atteinte lorsque
le ritère de la phase renforement représentant les bres de diretion θ = 0 est saturé,
soit :
max
θ
f r(σr, θ) = f r(σr, 0) = αrεr(0)− σr0 (4.27)
La limite d'élastiité est alors atteinte pour ∈e= σr0/αr. Au-delà de ette valeur, deux
seteurs angulaires ontenant les bres endommagées, symétriques par rapport à l'axe Ox
et ompris entre les diretions dans les intervalles [0, β] et [π, π − β], apparaissent(gure
4.3). Le tenseur C dérivant le omportement marosopique est estimé en tenant ompte
de es intervalles d'endommagement, les omposantes Crxxxx, C
r
yyyy, C
r
xxyy sont déterminées
en fontion du paramètre d'endommagement β par :
Crxxxx(β) = α
r
∫ π−β
β
cos4 θ dθ = αr(
3π
8
− cos
3β sin β
2
− 3 cos β sin β
4
− 3β
4
)
Cryyyy(β) = α
r
∫ π−β
β
sin4 θ dθ = αr(
3π
8
+
sin3β cos β
2
+
3 cos β sin β
4
− 3β
4
) (4.28)
Crxxyy(β) = α
r
∫ π−β
β
sin2 θ cos2 θ dθ = αr(
π
8
+
cos3β sin β
2
− cos β sin β
4
− β
4
)
Les phases renforement représentant les bres de diretion β étant à leur limite d'élasti-
ité, β est alors la solution de l'équation :
f r(σr, β) = αrεr(θ)− σr0 = 0
⇐⇒ αr ∈
(
cos2 β − (λ
m + Crxxyy(β))
λm + 2µm + Cryyyy(β)
sin2 β
)
− σr0 = 0 (4.29)
on obtient nalement la relation ontrainte déformation suivante :
Σ =
(
λm + 2µm + Crxxxx(β)−
(λm + Crxxyy(β))
2
λm + 2µm + Cryyyy(β)
)
∈ (4.30)
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Une deuxième phase d'endommagement se produit lorsque la déformation axiale de la
phase renforement représentant les bres suivant la diretion vertiale atteint la limite
en ompression de es dernières. On note ∈∗ et β∗ les deux valeurs de ∈ et β à ette limite.
Ils vérient les onditions suivantes :
f r(σr, β∗) = αr ∈∗
(
cos2 β∗ − (λ
m + Crxxyy(β
∗))
λm + 2µm + Cryyyy(β
∗)
sin2 β∗
)
− σr0 = 0
f r(σr, π/2) = −αr ∈∗
(
− (λ
m + Crxxyy(β
∗))
λm + 2µm + Cryyyy(β
∗)
)
− σr0 = 0
(4.31)
La ontrainte marosopique Σ∗ à ette limite est alulée dans (4.30) en remplaçant β
par β∗.
Au-delà de ette valeur, un seteur angulaire de bres endommagées en ompres-
sion, symétrique par rapport à l'axe Oy, aratérisé par l'angle γ, apparaît et se propage
jusqu'à l'endommagement de toutes les bres de renforement (gure 4.8).
xb
y
b
zone endommagée
en compression
zone endommagée
en traction
gg zone endommagée
en traction
Figure 4.8  Essai de tration en déformation plane : zones endommagées
Les omposantes Crxxxx, C
r
yyyy, C
r
xxyy sont données en fontion des paramètres d'endom-
magement β et γ :
Crxxxx(β, γ) = 2α
r
∫ π/2−γ
β
cos4 θ dθ
Cryyyy(β, γ) = 2α
r
∫ π/2−γ
β
sin4 θ dθ (4.32)
Crxxyy(β, γ) = 2α
r
∫ π/2−γ
β
sin2 θ cos2 θ dθ
Les phases renforement représentant les bres de diretion β et γ étant à leur limite
d'élastiité respetivement en tration et en ompression, les deux paramètres angulaires
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sont la solution du système de deux équations suivantes :
f r(σr, β) = αr ∈
(
cos2 β − (λ
m + Crxxyy(β, γ))
λm + 2µm + Cryyyy(β, γ)
sin2 β
)
− σr0 = 0
f r(σr, π/2− γ) = −αr ∈
(
sin2 γ − (λ
m + Crxxyy(β, γ))
λm + 2µm + Cryyyy(β, γ)
cos2 γ
)
− σr0 = 0
(4.33)
On obtient nalement la relation ontrainte déformation suivante :
Σ =
(
λm + 2µm + Crxxxx(β, γ)−
(λm + Crxxyy(β, γ))
2
λm + 2µm + Cryyyy(β, γ)
)
∈ (4.34)
Adoptant les mêmes aratéristiques méaniques que dans l'exemple préédent(4.2.2), les
résultats de ette simulation sont représentés sur la gure 4.9 donnant l'évolution de Σ en
fontion de déformation imposée ∈, où le système (4.33) a été résolu numériquement. Cette
ourbe montre trois phases suessives. La première phase orrespond à une évolution
élastique qui prend n lorsque la ontrainte dans la phase renforement, représentant la
famille de bres horizontales, atteint la valeur limite σr0. La deuxième phase est une phase
d'endommagement progressif, qui orrespond à l'évolution du seteur de demi-angle β de
manière analogue à la elle dérite en setion 4.2.2. La troisième phase apparaît lorsque
les bres vertiales assent en ompression (seteur de demi-angle γ) par "eet Poisson".
Une deuxième zone endommagée apparaît alors et se propage jusqu'à l'endommagement
de toutes les bres de renforement.
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Figure 4.9  Essai de tration en déformation plane : ourbe ontrainte-déformation
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Les évolutions des paramètres d'endommagement β et γ sont présentées sur la gure 4.10.
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Figure 4.10  Essai de tration en déformation plane : évolution des paramètres d'endomma-
gement β et γ
Dans le as où les bres de renforement sont élastiques-endommageables, la réponse de
l'éprouvette est représentée sur la gure 4.11 pour diérentes valeurs de αr
T
∈
el
=
E
dp
∈
el
3
0
r
S
∈
matériau non renforcé
a = 0T
r
aT
r - /10r
aT
r - /4
r
=
=
aT
r - r=
aT
r
= -¥
a
a
a
Figure 4.11  Essai de tration en déformation plane : ourbes ontrainte-déformation en
fontion de αr
T
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4.2.4 Cas partiulier des bres ne résistant qu'à la tration
On s'intéresse dans ette setion au as où les bres ne peuvent par reprendre des
eorts de ompression, e qui est par exemple le as des bres végétales mises en jeu
dans ertaines tehniques de renforement des sols, ou bien enore des bres de arbone
et de verre utilisées dans les omposites industriels. L'élanement de es bres est tel
que leur harge de ruine de ambement est négligeable devant leur résistane à la
tration. On supposera dans la suite de ette setion que la résistane en ompression
des bres mise en jeu dans le renforement de la struture étudiée est nulle. L'objetif
des aluls qui suivent est de montrer la apaité du modèle proposé à rendre ompte
du omportement marosopique d'une struture renforée par e type de bres et de
développer une solution de référene qui servira à qualier l'outil numérique développé
dont la présentation fait l'objet du hapitre 5.
Nous reprenons ii les onditions de l'essai de tration simple en déformation plane
suivant (Oxy) traité à la setion 4.2.3, en tenant ompte d'une raideur et d'une résistane
des bres nulles vis-à-vis de la ompression. An de déterminer la réponse de la struture,
il onvient d'identier de déterminer les phases renforement "inatives", 'est-à-dire
elles représentant des bres omprimées et par suite n'intervenant pas dans la raideur
struturelle.
L'appliation du hargement de tration dans la diretion x (gure 4.7) induit la
ompression de bres par "eet Poisson". On note ϑ, le demi-angle du seteur angulaire,
symétrique par rapport à la diretion 0y inluant les diretions omprimées (gure 4.12).
x
y
w
zone inactive (fibres comprimées)
w
Figure 4.12  Essai de tration en déformation plane : zone "inative" des bres
La déformation axiale de la phase renforement représentant la bres faisant l'angle ϑ
par rapport à la diretion y est alors nulle, soit :
εr(ϑ) =∈
(
cos2(π/2− ϑ)− (λ
m + Crxxyy(ϑ))
λm + 2µm + Cryyyy(ϑ)
sin2(π/2− ϑ)
)
= 0 (4.35)
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où Crxxyy(ϑ) et C
r
yyyy(ϑ) désignent les ontributions des phases renforement atives, 'est-
à-dire en tration, aux termes Cxxyy et Cyyyy du tenseur de omportement marosopique
C. Ils sont donnés par :
Crxxyy(ϑ) = 2α
r
∫ π/2−ϑ
0
sin2 θ cos2 θ dθ (4.36)
Cryyyy(ϑ) = 2α
r
∫ π/2−ϑ
0
sin4 θ dθ (4.37)
La détermination de l'angle ϑ se fait à partir de la résolution de l'équation (4.35) en
tenant ompte de (4.36) et (4.37). Cette résolution est eetuée numériquement.
La relation ontrainte-déformation suivant la diretion Ox s'érit nalement :
Σ =
(
λm + 2µm + Crxxxx(ϑ)−
(λm + Crxxyy(ϑ))
2
λm + 2µm + Cryyyy(ϑ)
)
∈ (4.38)
La limite d'élastiité est atteinte pour la valeur ∈el= σr0/αr qui orrespond à la rupture
de la phase renforement représentant les bres horizontales. La valeur de la déformation
orrespondant à la limite d'élastiité est la même que elle retrouvée à la setion 4.2.3
dans le as des bres apables de reprendre des eorts de ompression. En revanhe,
la valeur de la ontrainte marosopique Σel est diérente étant donné que la raideur
struturelle est moindre dans le as des bres souples.
La poursuite du hargement au delà de la limite d'élastiité entraîne l'endomma-
gement progressif de la struture, aratérisé par un seteur d'angle au sommet β,
symétrique par rapport à l'axe Oy aratérisant les diretions des bres rompues (gure
4.13).
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Figure 4.13  Essai de tration en déformation plane : zone "inative" et zones endommagées
des bres
L'endommagement des phases renforement représentant les bres loalisées dans les
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seteurs [0, β] et [π − β, π] entraîne la modiation du ÷ient de Poisson maroso-
pique νLT et entraîne par suite la variation de l'angle ϑ, 'est-à-dire du seteur des bres
inatives.
Les deux angles β et ϑ sont solutions du système de deux équations suivantes, ex-
primant la déformation axiale et le ritère d'endommagement des phases renforement
représentant les bres d'orientation β et ϑ respetivement :
εr(ϑ, β) =∈
(
cos2(π/2− ϑ)− (λ
m + Crxxyy(ϑ, β))
λm + 2µm + Cryyyy(ϑ, β)
sin2(π/2− ϑ)
)
= 0
f r(σr, ϑ, β) = αr ∈
(
cos2 β − (λ
m + Crxxyy(ϑ, β))
λm + 2µm + Cryyyy(ϑ, β)
sin2 β
)
− σr0 = 0
(4.39)
Les ÷ients Crxxxx(ϑ, β), C
r
yyyy(ϑ, β) et C
r
xxyy(ϑ, β) sont donnés par :
Crxxxx(ϑ, β) = 2α
r
∫ π/2−ϑ
β
cos4 θ dθ
Cryyyy(ϑ, β) = 2α
r
∫ π/2−ϑ
β
sin4 θ dθ (4.40)
Crxxyy(ϑ, β) = 2α
r
∫ π/2−ϑ
β
sin2 θ cos2 θ dθ
La résolution de e système d'équations s'eetue numériquement. Il arme que l'angle
β augmente ave le hargement, tandis que l'angle ϑ, diminue légèrement (gure 4.14).
La relation ontrainte-déformation marosopique est donnée par :
Σ =
(
λm + 2µm + Crxxxx(ϑ, β)−
(λm + Crxxyy(ϑ, β))
2
λm + 2µm + Cryyyy(ϑ, β)
)
∈ (4.41)
Les ourbes de la gure 4.15 représentent l'évolution de la ontrainte Σ en fontion de la
déformation imposée ∈ dans les deux as, de bres "souples" ou non.
La raideur marosopique est légèrement inférieure pour le as des bres "souples", la
limite d'élastiité est atteinte pour la même valeur de la déformation marosopique
dans les deux as. En revanhe le proessus d'endommagement dans le as des bres
"souples" est plus rapide et le omportement marosopique tend vers le omportement
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de la matrie seule plus rapidement.
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Figure 4.14  Essai de tration en déformation plane : évolution des paramètres d'endomma-
gement β et ϑ
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Figure 4.15  Essai de tration en déformation plane : ourbe ontrainte-déformation
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4.2.5 Poutre renforée soumise à un hargement de exion en
déformation plane
4.2.5.1 Position du problème
On onsidère une poutre de longueur 2ℓ, de setion retangulaire de hauteur h et de
largeur b(gure 4.16), soumise au hargement suivant :
⋄ Les faes supérieure (y = h/2) et inférieure (y = −h/2) sont libres d'eorts :
T d = 0 (4.42)
⋄ L'extrémité de la poutre S(x = ℓ) (resp. S(x = −ℓ)) est en ontat ave un plateau
inniment rigide, parfaitement lisse animé d'un mouvement de rotation innitésimale
d'angle ω(t) (resp. −ω(t)) autour de l'axe Az (resp. A′z) :
S(x = ℓ) : ξdx = ω(t)y ; T
d
y = T
d
z = 0
S(x = −ℓ) : ξdx = ω(t)y ; T dy = T dz = 0
(4.43)
⋄ Les deux faes de la poutre S(z = 0) et S(z = b) sont en ontat lisse ave deux
plateaux inniment rigides lisses maintenus xes :
S(z = 0) : ξdz = 0 ; T
d
x = T
d
y = 0
S(z = b) : ξdz = 0 ; T
d
x = T
d
y = 0
(4.44)
2ℓ
x
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h
uu
b
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Figure 4.16  Flexion d'une poutre renforée en déformation plane
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4.2.5.2 Solution en phase élastique
Compte tenu des onditions aux limites, on reherhe la solution du problème en
ontrainte totale Σ sous la forme d'un hamp biaxial ne dépendant que de y :
Σ = Σxx(y)ex⊗ex + Σzz(y)ez⊗ez (4.45)
qui est bien statiquement admissible ave les données en eorts du problème.
La loi de omportement marosopique s'érit :
Σ = C : ∈ (4.46)
soit en utilisant la notation de Voigt, il vient alors :
Σxx
0
Σzz
0
0
0

=

λm+2µm+Crxxxx λ
m+Crxxyy λ
m 0 0 0
λm+Crxxyy λ
m+2µm + Cryyyy λ
m 0 0 0
λm λm λm+2µm 0 0 0
0 0 0 µm 0 0
0 0 0 0 µm 0
0 0 0 0 0 µm + Crxxyy


∈xx
∈yy
∈zz
0
0
0

(4.47)
On déduit la déformation selon la diretion z :
∈zz= (λm + Crxxyy) ∈xx +(λm + 2µm + Cryyyy) ∈yy (4.48)
La poutre étant en déformation plane (∈zz= 0), les déformations selon les diretions x et
y sont alors reliées par :
∈yy= −ϕ ∈xx (4.49)
ave
ϕ =
λm + Crxxyy
λm + 2µm + Cryyyy
(4.50)
La déformation ∈xx se alule en fontion de y :
∈xx= −yω(t)
ℓ
(4.51)
Don le tenseur des déformations s'érit :
∈ = −yω(t)
ℓ
(ex⊗ex + ϕey⊗ey) (4.52)
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Ce hamp peut être intégré (voir D) et on obtient le hamp de déplaement :
ξ = −ω(t)
ℓ
xyex +
ω(t)
2ℓ
(x2 + ϕ y2)ey (4.53)
qui est inématiquement admissible ave les données en déplaements du problème.
Les hamps des ontrainte et de déformation, solutions de e problème, montrent
que tout point de la poutre est loalement soumis à un hargement de tration-
ompression en déformation plane dont le paramètre de hargement est ∈xx= −yω(t)
ℓ
,
indépendant de la position du point onsidéré selon les axes x et z et fontion de la
position par rapport à l'axe neutre de la poutre.
Le moment éhissant autour de l'axe Oz, alulé au entre de la setion S(x = ℓ) est
donné par :
MA =
∫
S
[(yey + zez) ∧ Σxxex] dy dz = −
∫
S
Σxx y dy dz (4.54)
=
(
(λm + 2µm + Crxxxx)−
(λm + Crxxyy)
2
λm + 2µm + Cryyyy
)
ω(t)
ℓ
∫
S
y2 dy dz (4.55)
= EdpIχ (4.56)
où I est le moment d'inertie quadratique de la setion autour de l'axe Az :
I =
∫ b
0
∫ h/2
−h/2
y2 dy dz =
bh3
12
(4.57)
χ est la ourbure déni par :
χ =
ω(t)
ℓ
(4.58)
4.2.5.3 Comportement "post-pi"
La solution établie en 4.2.5.2 est valable tant que la limite d'élastiité de la struture qui
orrespond à la valeur du hargement pour lequel le ritère est atteint pour une phase
renforement. La ontrainte axiale dans la phase renforement représentant les bres
d'orientation β par rapport à l'axe Ox est alulée par :
σr(y, β) = αr (∈ : er(β)⊗er(β)) = αr (∈xx cos2 β+ ∈yy sin2 β)
(4.59)
= −αr ω(t)
ℓ
y(cos2 β − ϕ sin2 β) (4.60)
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dont la valeur absolue est maximale pour β = 0 aux y = ±h/2. Ce qui signie que les
bres horizontales loalisées aux faes supérieure et inférieure de la poutre sont les plus
solliitées. La limite d'élastiité de la struture est alors atteinte lorsque le ritère de es
phases est saturé, soit :
max (f(σr)) = max(|σr| − σr0)
= αr
ω(t)h
2ℓ
− σr0 (4.61)
La limite d'élastiité est alors atteinte pour :
ωel =
2σr0ℓ
αr h
(4.62)
Etant donné que la solution est invariante le long des axes Ox et Oz de la poutre et
qu'elle orrespond loalement à un état de tration-ompression en déformation plane, le
ouple ontrainte-déformation solution, en tout point de la poutre se trouve sur la ourbe
ontrainte-déformation de l'essai de tration en déformation plane(gure 4.9) obtenue à
la setion 4.2.3 (gure 4.17).
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Figure 4.17  Flexion d'une poutre : distribution des ontraintes dans l'épaisseur de la poutre
Il apparaît ainsi que, au delà de la valeur ωel qui orrespond à la rupture sur les bords
supérieur et inférieur de la poutre des phases renforement orrespondantes aux bres
horizontales en ompression et tration respetivement, un méanisme d'endommagement
à deux vitesses se produit, orrespondant d'une part à une propagation des zones
endommagées depuis les bords horizontaux de la poutre vers son axe, d'autre part
loalement à une évolution des diretions des bres endommagées.
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Le moment éhissant MA est alors alulé par la relation (4.54) dans la quelle
Σxx(y) est donné d'après (4.34) et (4.51) :
Σxx(y) =
(
λm + 2µm + Crxxxx(β, γ)−
(λm + Crxxyy(β, γ))
2
λm + 2µm + Cryyyy(β, γ)
)
ω
ℓ
y (4.63)
où β(y) et γ(y) sont solutions du système suivant (4.33) :

f r(σr, β(y)) = αr ∈
(
cos2 β(y)− (λ
m + Crxxyy(β(y), γ(y)))
λm + 2µm + Cryyyy(β(y), γ(y))
sin2 β(y)
)
− σr0 = 0
f r(σr, π/2− γ(y)) = −αr ∈
(
sin2 γ(y)− (λ
m + Crxxyy(β(y), γ(y)))
λm + 2µm + Cryyyy(β(y), γ(y))
cos2 γ(y)
)
− σr0 = 0
(4.64)
Le moment éhissant MA est alulé numériquement à l'aide du logiiel Maple :
MA =
∫
S
[(yey + zez) ∧ Σxxex] dy dz = −
∫ b
0
∫ h/2
−h/2
Σxx(y)y dy dz (4.65)
Les résultats de es aluls sont représentés sur la gure 4.18 sous la forme d'une ourbe
représentant l'évolution du moment de exion en fontion de la ourbure.
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Figure 4.18  Flexion d'une poutre : ourbe moment éhissant - ourbure
Cette ourbe met en évidene un omportement élastique, jusqu'à e que la ontrainte
de rupture est atteinte sur les bords supérieure et inférieure de la poutre. Au-delà de
ette limite d'élastiité, le omportement de la poutre tend vers elui du omportement
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élastique de la poutre non renforée.
Dans le as où les bres de renforement sont élastiques-endommageables, la ré-
ponse de la struture est représentée sur la gure 4.19 pour diérentes valeurs de αr
T
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Figure 4.19  Flexion d'une poutre : ourbes moment-ourbure en fontion de αr
T
4.2.6 Compression simple d'une éprouvette renforée par une dis-
tribution isotrope de bres élastiques fragiles
On onsidère une éprouvette homogène de hauteur H et de setion S, onstituée d'une
matrie homogène élastique linéaire isotrope renforée par une distribution isotrope de
bres élastiques fragiles, soumise à un essai de ompression simple suivant l'axe Oz. Cette
éprouvette repose sans frottement sur le plan horizontal (y = 0) et sa fae supérieure SH
est en ontat sans frottement ave un plateau rigide animé déplaement vertial −δ(t)
(δ(t) ≥ 0), la surfae latérale est libre d'eort et on néglige les fores de volume (gure
4.20).
Phase de omportement élastique
Dans la phase de omportement élastique de tous les onstituants, le omportement
marosopique du matériau omposite peut être identié à elui du matériau élastique
linéaire isotrope de module d'Young et ÷ient de Poisson équivalents (Eeq et νeq)
évalués en (2.95).
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Figure 4.20  Compression simple d'une éprouvette renforée par une répartition isotrope de
bres
La solution du problème est alors donnée par :
- un hamp de ontrainte marosopique uniaxial onstant :
Σ = −Σ ez⊗ez (4.66)
et un hamp de déformation marosopique homogène donné par :
∈ = −δ
H
(−νeq[ex⊗ex + ey⊗ey] + ez⊗ez) (4.67)
La ontrainte Σ est reliée au déplaement du plateau δ par :
Σ
Eeq
=
δ
H
(4.68)
La déformation axiale de la phase renforement représentant les bres orientées suivant
la diretion de er(θ, φ) est donnée ompte tenu de (4.67) par :
εr(θ, φ) = ∈ : (er⊗er) =
−δ
H
((νeq + 1) cos
2 θ − νeq) (4.69)
Elle est don indépendante de l'angle φ en raison de la symétrie du problème par rapport
à l'axe Oz.
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Limite d'élastiité et phase de omportement post-pi
On doit tout d'abord déterminer la limite d'élastiité du système et identier la phase
renforement pour laquelle le ritère est saturé en premier. Pour ela, on évalue le ritère
des phases renforement :
f r(σr) = αr|εr| − σr0
= αr
Σ
Eeq
((νeq + 1) cos
2 θ − νeq)− σr0
(4.70)
Cette fontion atteint sa valeur maximale pour θ = 0, e qui veut dire que les bres orien-
tées suivant la diretion vertiale sont les bres les plus solliitées. La limite d'élastiité
est don :
Σel = Eeq
σr0
αr
(4.71)
et elle est atteinte pour une déformation axiale :
δel
H
=
σr0
αr
(4.72)
Le hargement étant poursuivi de façon monotone (δ˙ > 0), au-delà de la valeur limite
d'élastiité, une zone de bres endommagées apparaît. Cette zone est un ne de révolu-
tion de l'axe Oz et de demi-angle β au sommet (gure 4.21).
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Figure 4.21  Essai de ompression simple : zone endommagée
Le tenseur C dérivant le omportement marosopique est estimé en fontion du para-
mètre d'endommagement β par la relation :
C(β) = Cm + αr
∫ 2π
φ=0
∫ π/2
θ=β
er⊗er⊗er⊗er sin θdθdφ (4.73)
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Le omportement marosopique du système devient isotrope transverse autour de l'axe
Oz. On obtient les relations entre les déformations suivantes :
∈xx=∈yy= Sxxyy(β)
Sxxzz(β)
∈zz= ν(β) δ
H
(4.74)
où ν =
Sxxyy
Sxxzz
, Sxxyy et Sxxzz sont les omposantes du tenseur des omplaisanes S = C
−1
.
Le tenseur des déformations marosopiques est déterminé par :
∈(β) = −δ
H
(−ν(β)[ex⊗ex + ey⊗ey] + ez⊗ez) (4.75)
La déformation axiale de la phase renforement représentant les bres orientées suivant
la diretion de er(θ, φ), est alors donnée par :
εr(θ, β) = ∈(β) : (er⊗er) = −
δ
H
((ν(β) + 1) cos2 θ − ν(β)) (4.76)
Les phases renforement représentant les bres orientées suivant une diretion située sur
le bord du ne des bres endommagées (θ = β) étant à leur limite d'élastiité, β satisfait
l'équation suivante :
f r(σr, β) = αr|εr(θ, β)| − σr0 = 0 (4.77)
qui s'érit ompte tenu de (4.76) :
αr
δ
H
((ν(β) + 1) cos2 β − ν(β))− σr0 = 0 (4.78)
La résolution de ette dernière équation permet de trouver la valeur de β. La relation
ontrainte-déformation suivant l'axe Oz s'érit, dans ette phase :
Σ = (
1
Szzzz(β)
)
δ
H
(4.79)
Les bres orientées dans le plan Oxy (θ = π/2) sont alors soumises à la tration la plus
forte. La seonde phase d'endommagement a don lieu lorsque les déformations axiales de
es bres atteint la limite en tration. On note δ∗ et β∗ les valeurs de δ et β à ette limite,
elles vérient les onditions suivantes :
f r(σr, β∗) = αr
δ∗
H
((ν(β∗) + 1) cos2 β∗ − ν(β∗))− σr0 = 0
f r(σr, π/2) = −αr δ
∗
H
(−ν(β∗))− σr0 = 0
(4.80)
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Au-delà de es valeurs, un deuxième ne de bres endommagées, symétrique par rap-
port à l'axe de solliitation Oz, aratérisé par l'angle γ, apparaît, se propageant jusqu'à
l'endommagement total de toutes les bres de renforement (gure 4.22). Le tenseur C
z
x
y
z
b
ygg
b
zone endommagée
en compression
zone endommagée
en traction
Figure 4.22  Essai de ompression simple : zones endommagées
dérivant le omportement élastique marosopique dans ette seond phase est évalué en
fontion des paramètres d'endommagement β et γ par :
C(β, γ) = Cm + αr
∫ 2π
φ=0
∫ γ
θ=β
er⊗er⊗er⊗er sin θdθdφ (4.81)
Les phases renforement représentant les bres de diretion (θ = β) et (θ = γ) étant à
leur limite d'élastiité en ompression et en tration, les deux paramètres β et γ vérient
les deux équations suivantes :
f r(σr, θ = β) = αr
δ
H
((ν(β, γ) + 1) cos2 β − ν(β, γ))− σr0 = 0
f r(σr, θ = γ) = −αr δ
H
((ν(β, γ) + 1) cos2 γ − ν(β, γ))− σr0 = 0
(4.82)
dont la résolution est eetuée numériquement. La relation ontrainte-déformation selon
la diretion Oz est alors donnée par :
Σ = (
1
Szzzz(β, γ)
)
δ
H
(4.83)
Le hargement est par la suite poursuivi jusqu'à la rupture de toutes les phases renfore-
ment, le omportement marosopique se réduisant à elui de la matrie seule.
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Les résultats sont présentés sur la gure 4.23 donnant l'évolution de Σ en fontion
de
δ
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Figure 4.23  Courbe ontrainte-déformation : essai de ompression simple
Cette ourbe montre trois phases suessives. La première phase orrespond à une
évolution élastique qui prend n lorsque la ontrainte axiale dans la phase renforement,
représentant la famille de bres orientées suivant la diretion de solliitation Oz atteint
la valeur limite σr0. La deuxième phase est une phase d'endommagement, qui orrespond
à l'évolution du ne d'angle β. Enn, la troisième phase apparaît lorsque les phases
renforement représentant les bres lu plan Oxy "assent" en tration (ne de l'angle
γ) par eet de Poisson. Une deuxième zone endommagée apparaît alors et se propage
jusqu'à l'endommagement de toutes les bres de renforement.
4.3 Comportement élasto-plastique d'un matériau à
bres
4.3.1 Comportement élasto-plastique
Phase matrie
On suppose que la phase matrie est élastique parfaitement plastique. On dénit le
domaine d'élastiité Gm omme l'ensemble des états de ontraintes à l'intérieur duquel
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toute évolution est réversible (élastique). Ce domaine est aratérisé par la fontion de
harge fm qui vérie :

fm(σm) < 0 si σm est à l'intérieur de Gm
fm(σm) = 0 si σm est sur la frontière de Gm
fm(σm) > 0 si σm est à l'extérieur de Gm
(4.84)
Le ritère de plastiité de la phase matrie s'érit alors :
fm(σm) ≤ 0 (4.85)
Les déformations se déomposent en la somme d'une partie élastique (réversible) et d'une
partie plastique (irréversible) :
εm = εm
e
+ εm
p
(4.86)
et la loi de omportement élasto-plastique peut être érite sous la forme :
σm = Cm : εm
e
= Cm : (εm − εm
p
) (4.87)
Le taux de déformation plastique est donné par la règle d'éoulement qui s'érit :
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Figure 4.24  Critère de plastiité et règle d'éoulement plastique dans le as assoié de la
phase matrie
˙εm
p
= η˙m
∂gm
∂σm
ave η˙m

≥ 0 si fm(σm) = f˙m(σm) = 0
0 sinon
(4.88)
où η˙m est le multipliateur plastique et gm est le potentiel plastique qui se onfond ave
fm dans le as d'une règle d'éoulement plastique assoiée ([29℄), traduisant la normalité
du taux des déformations plastiques par rapport à la frontière du domaine d'élastiité.
(gure 4.24)
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Phase renforement
Le omportement élasto-plastique de haque phase renforement est exprimé par une
relation de la forme :
σr = αr (εr − εrp) (4.89)
où εrp est la déformation plastique de la phase renforement, dont l'évolution satisfait la
règle d'éoulement plastique :
ε˙rp = η˙
r ∂f
r
∂σr
ave η˙r

≥ 0 si f r(σr) = f˙ r(σr) = 0
0 sinon
(4.90)
où η˙r est le multipliateur plastique et f r désigne la fontion de harge de la phase
renforement. Cette fontion de harge est formulée au moyen d'une ondition de la forme :
f r(σr) ≤ 0 (4.91)
ou enore |σr| ≤ σro, si les bres ont mêmes limites d'élastiité en tration et en ompres-
sion.
La résolution d'un problème d'évolution élasto-plastique mettant en jeu un tel matériau
à bre, modélisé omme un système multiphasique, onsiste à exhiber un hamp d'eorts
intérieurs {σm, {σr}} statiquement admissible et plastiquement admissible (il satisfait aux
ritères de plastiité des phases matrie et renforement : fm(σm) ≤ 0 et f r(σr) ≤ 0)
d'une part, et un hamp de déplaement {ξ} inématiquement admissible d'autre part,
es hamps étant assoiés en tout point par les lois de omportement élasto-plastique de
la phase matrie (4.87) et de la phase renforement (4.89).
4.3.2 Un exemple d'appliation
On présente dans ette setion une première appliation du modèle multiphasique mettant
en jeu des phases matrie et renforements élasto-plastiques. On reprend pour e faire,
l'exemple de l'éprouvette en matériau renforé par une distribution plane et ontinue de
bres, soumise à une déformation uniaxiale homogène, traité à la setion 4.2.2, la matrie
et les phases renforement étant élastiques parfaitement plastiques.
Position du problème
L'éprouvette onsidérée est soumise à une déformation marosopique homogène : ∈ =∈xx
ex⊗ex (gure 4.25).
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ex
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Figure 4.25  Déformation homogène ∈xx imposée
La phase matrie est supposée élastique de ÷ients de Lamé (λm, µm) parfaitement
plastique standard, obéissant au ritère de von Mises qui s'érit :
fm(σm) =
√
1
2
sm : sm − km ≤ 0 (4.92)
où km est la ohésion de la matrie et sm la partie déviatorique de la ontrainte :
sm = σm − 1
3
(tr(σm)I (4.93)
Chaque phase renforement est élastique parfaitement plastique (gure 4.26). Elle obéit
au ritère de plastiité parfaite, unidimensionnel :
f r(σr) = |σr| − σr0 ≤ 0 (4.94)
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Figure 4.26  Comportement élasto-plastique de la phase renforement
On note que la limite d'élastiité de la phase renforement en tration-ompression pure
σr0 est liée à elle du matériau onstitutif des bres σ
f
0 par :
σr0 = η
rσf0 =

f rσf0
π
as d'une distribution bidimensionnelle de bres
f rσf0
2π
as d'une distribution tridimensionnelle de bres
(4.95)
84 Chapitre 4. Comportement anélastique des matériaux à bres
La solution en phase élastique de e problème est identique à elle développée à la setion
4.2.2 :
Σxx =
(
λm + 2µm +
3παr
8
)
∈xx (4.96)
Par ailleurs, l'hypothèse d'adhérene parfaite ombinée ave les lois de omportement
mirosopique des phases matrie et renforement permettent d'aéder aux ontraintes
mirosopiques :
σm = (λm + 2µm) ∈xx ex⊗ex + λm ∈xx (ey⊗ey + ez⊗ez) (4.97)
pour la phase matrie et :
σr = αr ∈xx cos2 θ (4.98)
pour la phase renforement représentant les bres d'orientation θ.
Les diérentes phases restent élastiques tant que les ritères de plastiité respetifs
sont satisfaits, soit :
fm(σm) =
√
1
2
sm : sm − km = 2
√
3
3
µm ∈xx −km ≤ 0 (4.99)
et
f r(σr) = αr ∈xx cos2 θ − σr0 ≤ 0 (0 ≤ θ ≤ π) (4.100)
soit, en exprimant es onditions sur la déformation homogène imposée ∈xx :
∈xx≤∈mel=
√
3km
2µm
(4.101)
∈xx≤∈rel=
σr0
αr
= εr0 (4.102)
où ∈mel (resp. ∈rel) désigne la limite d'élastiité de la struture dans le as où la phase
matrie (resp. phase renforement) plastie en premier.
On a dès lors trois as de gures possibles suivant la valeur du paramètre adimen-
sionnel ρ déni par :
ρ =
∈rel
∈mel
=
√
3
2
km
µmεr0
(4.103)
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• ρ <1 : La limite d'élastiité des phases renforement est inférieure à elle de la phase
matrie. La phase renforement représentant les bres orientées suivant la diretion de
soliitation atteint la limite d'élastiité tandis que la phase matrie reste élastique.
• ρ =1 : Ce as orrespond au as où les phases matrie et renforement (θ = 0)
plastient simultanément, les deux limites d'élastiité des deux phases étant égales. .
• ρ >1 : Dans e as, la limite d'élastiité de la phase matrie est atteinte alors que les
phases renforement restent élastiques.
Dans e qui suit, on développe la solution élasto-plastique du problème pour les trois as
suivant la valeur du paramètre adimensionnel ρ.
Cas 1 : ρ < 1 (plastiation des phases renforements en premier)
La limite d'élastiité est atteinte pour ∈xx=∈rel. Au-delà de ette valeur, une zone de bres
plastiées va se propager, les phases renforement représentant les bres se trouvant dans
l'intervalle [0, β] et [π − β, π] vont se plastier (gure 4.27) tandis que la phase matrie
reste élastique.
x
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er
b
zone plastifiéezone plastifiée
Figure 4.27  Déformation marosopique uniaxiale : zones plastiées
Les phases renforement représentant les bres de diretion β étant à leur limite d'élasti-
ité, l'angle β peut alors être déterminé par :
β = arccos
√
εr0
∈xx (4.104)
tandis que la ontrainte marosopique Σxx est donnée par :
Σxx = (λ
m + 2µm) ∈xx +αr ∈xx
∫ π−β
β
cos4 θ dθ + 2σr0
∫ β
0
cos2 θ dθ (4.105)
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La plastiation de la matrie a lieu lorsque la déformation imposée ∈xx atteint la valeur
limite εm
el
. A e moment, la ontrainte suivant la diretion x de la phase matrie vaut :
σmel = (λ
m + 2µm) ∈mel (4.106)
La ontrainte marosopique Σ∗xx à ette limite est obtenue en (4.105) en remplaçant ∈xx
par ∈mel .
Au delà de ette valeur, la ontrainte σmxx s'exprime par (voir [7℄) :
σmxx = σ
m
el +
3λm + 2µm
3
(∈xx − ∈mel ) (4.107)
La omposante suivant l'axe de solliitation du tenseur de ontrainte marosopique est
alors donnée par :
Σxx = σ
m
el +
3λm + 2µm
3
(∈xx − ∈mel ) + αr
∫ π−β
β
∈xx cos4 θ dθ + 2σr0
∫ β
0
cos2 θ dθ (4.108)
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Figure 4.28  Déformation marosopique uniaxiale : ourbe ontrainte-déformation - plasti-
ation des phases renforements en premier
La gure 4.28 représente la ourbe ontrainte-déformation marosopique suivant la
diretion de solliitation x. Elle fait lairement apparaître une phase élastique jusqu'à
la plastiation de la phase renforement représentant la bre suivant la diretion Ox,
suivie d'une première phase élasto-plastique orrespondant à la propagation des zones
plastiques. Une seonde phase élasto-plastique se manifeste ave la propagation de la
plastiation des phases renforement et la plastiation de la phase matrie.
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Cas 2 : ρ = 1 (plastiation simultanée des phases)
Dans e as la phase matrie et la phase renforement représentant la bre suivant la dire-
tion x plastient simultanément et on a don l'expression de la ontrainte marosopique
Σxx :
Σxx = σ
m
el +
3λm + 2µm
3
(∈xx − ∈mel ) + αr
∫ π−β
β
∈xx cos4 θ dθ + 2σr0
∫ β
0
cos2 θ dθ (4.109)
La ourbe ontrainte-déformation orrespondante est représentée sur la gure 4.29.
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Figure 4.29  Déformation marosopique uniaxiale : ourbe ontrainte-déformation - plasti-
ation simultanée des phases
Cas 3 : ρ > 1 (plastiation de la phase matrie en premier)
Le as où ρ > 1 orrespond à la situation où la ontrainte limite de la phase matrie est
atteinte, alors que les phases renforements restent élastiques.
L'expression de Σxx quand la déformation imposée vient de dépasser la valeur limite ∈mel
est donnée par :
Σxx = σ
m
el +
3λm + 2µm
3
(∈xx − ∈mel ) +
3παr
8
∈xx (4.110)
Le développement de la solution quand les phases renforements ommenent à plastier,
'est-à-dire ∈xx>∈rel, est analogue à elui de la seonde phase élasto-plastique du as
préédent (ρ < 1).
Σxx = σ
m
el +
3λm + 2µm
3
(∈xx − ∈mel ) + αr
∫ π−β
β
∈xx cos4 θ dθ + 2σr0
∫ β
0
cos2 θ dθ (4.111)
La ourbe ontrainte-déformation est représentée pour e as sur la gure 4.30
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a
Figure 4.30  Déformation marosopique uniaxiale : ourbe ontrainte-déformation- plasti-
ation de la phase matrie en premier
4.4 Conlusion
Une extension du modèle multiphasique à la prise en ompte d'un omportement ané-
lastique des onstituants a été réalisée. Cei se fait par l'identiation du omportement
de haune des phases à elui du omposant marosopique qu'elle représente : le
omportement des phases renforement est identié à elui des bres, le omportement
de la phase matrie est identié à elui de la matrie du matériau omposite. Tout
d'abord on s'est intéressé à des matériaux omposites, tels que le plâtre renforé par
bres ou ertains tissus osseux, dont les bres sont élastiques endommageables tandis
que la matrie montre un omportement élastique linéaire.
Les solutions analytiques de quelques problèmes types ont été élaborées, montrant
la apaité du modèle multiphasique à rendre ompte du omportement anélastique des
omposites à bres equi-orientées et sa failité de sa mise en ÷uvre. Ces solutions seront
utilisées omme solutions de référenes pour la validation de l'outil numérique que l'on
présentera au hapitre suivant.
Le as partiulier des bres "souples" qui ne sont apables de reprendre que des
eorts de tration a été aussi étudié et une solution semi-analytique du problème de
tration en déformation plane d'un omposite à bres "souples" a été développée et
omparée au as où la raideur et la résistane des bres en ompression est prise en
ompte, permettant ainsi de quantier le rle joué par es paramètres sur la raideur et la
résistane marosopique du omposite.
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Dans le but de dérire le omportement d'autres matériaux omposites à bres,
dont les onstituants sont dutiles, la setion 4.3 a été onsarée à l'extension du modèle
à la prise en ompte d'un omportement élasto-plastique des diérents onstituants. La
solution analytique du problème de tration ÷dométrique d'une éprouvette onstituée
d'un matériau omposite à bres dont les onstituants sont élasto-plastiques parfaits a
été développée. Elle montre l'existene d'un paramètre adimentionnel ρ qui fait intervenir
les raideurs et résistanes des phases et dont la valeur joue un rle sur la séquene de
plastiation des diérents onstituants. Cette solution analytique servira, par ailleurs,
à la qualiation du ode de alul par éléments nis dont la présentation fait l'objet du
hapitre suivant.
* *
*
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5.1. Introdution 93
5.1 Introdution
O
n s'intéresse dans e hapitre à la mise en ÷uvre numérique du modèle multiphasique
dans le adre de la méthode des éléments nis. Se plaçant dans un premier temps
dans le adre d'un omportement élastique linéaire des diérents onstituants et sous
l'hypothèse d'adhérene parfaite entre les phases matrie et renforements, le prinipe du
minimum de l'énergie potentielle des systèmes multiphasiques est démontré aboutissant
à une formulation variationnelle des problèmes aux limites.
En s'appuyant sur la présentation de la méthode des éléments nis exposée dans
[15℄ pour les milieux ontinus tridimensionnels, les éléments nis multiphasiques sont
suintement présentés à la setion 5.3.4
Les setions 5.4 et 5.6 sont onsarées à la mise en ÷uvre numérique du modèle
dans le adre d'un omportement anélastique des onstituants. Le hapitre se termine
par la validation de l'outil de alul développé et son appliation à la détermination de
la réponse de strutures onstituées de omposites à bres.
5.2 Disrétisation de la distribution de bres
An de développer un outil de alul robuste permettant d'aborder le alul des stru-
tures en matériaux renforés par bres, la distribution ontinue de bres est tout d'abord
remplaée par une distribution disrète de N bres équi-orientées (gure 5.1).
x
y
1
N
i
2
N-1
qi = i-1 N( ) /p
qi
eir
Figure 5.1  Distribution disrète des bres
La fration volumique de la famille de bre i, repérée par l'angle θi = π(i− 1)/N (i =
1..N) est alors reliée à la fration volumique totale des bres renforement f r par la
relation suivante :
f i =
f r
N
(5.1)
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Dans e as, la raideur en tration-ompression de la phase renforement représentant la
famille de bres i s'exprime par :
a
r = f iEf =
f r
N
Ef (5.2)
5.3 Mise en ÷uvre numérique du modèle multiphasique
en élastiité linéaire
5.3.1 Energie potentielle d'un milieu multiphasique
L'énergie potentielle d'un milieu multiphasique est fontion des hamps de déplaement ξm
de la phase matrie et ξr
1
..ξr
N
des phases renforement. Dans le as général, elle s'érit par :
E(ξm, ξr
1
..ξr
N
) = W (ξm, ξr
1
..ξr
N
)− Φ(ξm, ξr
1
..ξr
N
) (5.3)
où W désigne l'énergie de déformation élastique du milieu multiphasique et Φ est le
potentiel des eorts extérieurs donnés qui lui sont appliqués, soit :
W (ξm, ξr
1
..ξr
N
) =
∫
Ω
Ψ(ξm, ξr
1
..ξr
N
)dΩ (5.4)
et
Φ(ξm, ξr
1
..ξr
N
) =
∫
Ω
(ρmFm.ξm+
N∑
i=1
ρrF ri .ξ
r
i
)dΩ+
3∑
j=1
[∫
∂ΩTj
{
Tmdj ξ
m
j +
N∑
i=1
(T rdi)j(ξ
r
i )j
}
dS
]
(5.5)
où ∂ΩTj est la partie du bord ∂Ω de la struture sur laquelle sont données les omposantes
selon ej des densités surfaiques d'eorts pour la phase matrie (T
m
j = T
m
dj ) et la phase
renforement i ((T ri )j = (T
r
di)j).
Dans l'équation (5.4), Ψ désigne la densité volumique d'énergie libre (énergie élas-
tique) du système multiphasique, qui s'érit omme la somme des énergies libres des
phases et de leur interation, soit ave les notations introduites au hapitre 2 :
Ψ = Ψm(εm) +
N∑
i=1
Ψri (ε
r
i
) +
N∑
i=1
ΨIi (∆ξi) (5.6)
- Ψm est la densité volumique d'énergie libre de la phase matrie donnée, sous l'hypothèse
d'isotropie, par :
Ψm(εm) =
1
2
εm : Cm : εm =
λm
2
(trεm)2 + µmtr(εm)2 (5.7)
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- Ψri est la densité volumique d'énergie libre de la phase renforement i donnée par :
Ψri (ε
r
i
) =
1
2
εr
i
: Cri : ε
r
i
=
1
2
a
rε2ii (5.8)
où Cri = a
reri⊗eri⊗eri⊗eri désigne le tenseur d'élastiité de la phase renforement i.
- ΨIi est la densité volumique d'énergie libre d'interation entre la phase renfore-
ment i et la phase matrie donnée par :
ΨIi (∆ξ) =
1
2
(∆ξ
i
.CI .∆ξ
i
) (5.9)
et on suppose qu'il n'y a pas d'interation entre les phases renforement.
Compte tenu des expressions des énergies libres des phases matrie et renfore-
ment et de leur interation, l'énergie de déformation élastique s'exprime en fontion des
variables de déformation (εm, εr1..ε
r
N ,∆ξi) par :
W (εm, εr1..ε
r
N ) =
∫
Ω
1
2
[(εm : Cm : εm) +
N∑
i=1
εr
i
: Cri : ε
r
i
+
N∑
i=1
∆ξ
i
.CI .∆ξ
i
]dΩ (5.10)
Remplaçant dans (5.3), l'énergie de déformation et le potentiel des eorts extérieurs par
leurs expressions (5.5) et (5.10), il vient :
E(ξm, ξr
1
..ξr
N
) =
∫
Ω
1
2
[
(εm : Cm : εm) +
N∑
i=1
εr
i
: Cri : ε
r
i
+
N∑
i=1
∆ξ
i
.CI .∆ξ
i
]
dΩ
−
∫
Ω
(ρmFm.ξm +
N∑
i=1
ρrF ri .ξ
r
i
)dΩ−
3∑
j=1
[
N∑
i=1
{(T rdi)j(ξri )j}dS
] (5.11)
En adoptant l'hypothèse d'adhérene parfaite entre phases (ξ = ξm = ξr
i
, εii = ε :
eri⊗eri , i = 1..N) on obtient :
E(ξ) =
∫
Ω
1
2
[
ε : Cm : ε+
N∑
i=1
a
rεii
]
dΩ
−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ).ξ dΩ−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)jξjdS
(5.12)
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ave
(Td)j = (T
m
d )j +
N∑
i=1
(T rdi)j (5.13)
5.3.2 Prinipe du minimum de l'énergie potentielle pour un mi-
lieu multiphasique élastique
La fontionnelle énergie potentielle dénie par (5.12) vérie le prinipe de minimum de
la façon suivante :
Soit ξ la solution en déplaement du problème d'élastiité, alors :
∀ξ′ ∈ C.A. E(ξ) ≤ E(ξ′) (5.14)
où C.A. désigne l'ensemble des hamps de déplaement inématiquement admissibles pour
le problème :
C.A. =
{
ξ′ ; ξj
′ = ξdj sur ∂Ω\∂ΩTj
}
(5.15)
Soit δξ l'éart du hamp ξ′ au hamp de déplaement ξ solution du problème :
δξ = ξ′ − ξ (5.16)
L'éart de l'énergie potentielle du hamp de déplaement ξ′ à elle de la solution est donné
par :
δE = E(ξ′)− E(ξ) = E(ξ + δξ)− E(ξ) (5.17)
Compte tenu de (5.12), on obtient :
δE =
∫
Ω
1
2
[
(ε+ δε) : Cm : (ε+ δε)
]
dΩ+
∫
Ω
1
2
N∑
i=1
[
a
r(εii + δεii)
2
]
dΩ
−
∫
Ω
1
2
[
ε : Cm : ε+ arε2ii
]
dΩ−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ) · (ξ + δξ)dΩ
−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)j(ξj + δξj)dS +
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ) · ξdΩ+
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)jξjdS
(5.18)
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et don, après simpliation :
δE =
∫
Ω
1
2
[
2ε : Cm : δε+ δε : Cm : δε
]
dΩ +
∫
Ω
1
2
N∑
i=1
[
2arεii δεii + a
rδε2ii
]
dΩ
−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ) · δξdΩ−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)j(δξ)jdS (5.19)
où δε et δεii désignent les hamps de déformation de la phase matrie et des phases
renforement assoiés au hamp de déplaement δξ
Introduisant les hamps de ontraintes (σm, σr1..σ
r
N) solutions du problème, 'est-à-
dire assoiés aux hamps de déformations (εm, εr1..ε
r
N ) par les lois de omportement
élastique des phases :
σm = Cm : εm ; σri = a
rεri , i = 1..N (5.20)
l'expression (5.19) devient :
δE =
∫
Ω
[
σm : δε+ σri δεii
]
dΩ−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ) · δξdΩ−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)j(δξ)jdS
+
∫
Ω
1
2
[
δε : Cm : δε+
N∑
i=1
a
rδε2ii
]
dΩ (5.21)
Appliquant le théorème des travaux virtuels aux hamps inématiques δξ et aux hamps
de ontraintes (σm, σr
1
..σr
N
) solutions du problème et don statiquement admissibles, il
vient :
∫
Ω
(σm : δε+
N∑
i=1
a
rδεii)dΩ =
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ) · δξdΩ+
3∑
j=1
∫
∂Ω
TjδξjdS (5.22)
Comme δξ est la diérene entre deux hamps de déplaement inématiquement admis-
sibles, il vient :
δξj = 0 sur ∂Ω\∂ΩTj (5.23)
d'où∫
Ω
(σm : δε+
N∑
i=1
a
rδεii)dΩ =
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ) · δξdΩ+
3∑
j=1
∫
∂Ωj
TjδξjdS (5.24)
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L'éart de l'énergie potentielle d'un hamp ξ′ à elle de la solution élastique s'érit na-
lement, ompte tenu de (5.24) :
E(ξ′)− E(ξ) =
∫
Ω
(
1
2
δε : Cm : δε+
N∑
i=1
1
2
a
rδε2ii
)
dΩ (5.25)
qui, du fait du aratère déni-positif des formes quadratiques assoiées à Cm, et ar est
positif ou nul :
∀ξ′ ∈ C.A. E(ξ)− E(ξ′) ≤ 0 (5.26)
Le hamp de déplaement solution du problème, minimise l'énergie potentielle sur l'espae
des hamps de déplaement inématiquement admissibles.
La solution est par ailleurs unique. En eet, supposant l'existene de deux solutions
(ξ, σm, σr1..σ
r
N ) et (ξ
′, σm′, σr1
′..σrN
′), e prinipe du minimum de l'énergie potentielle s'érit
pour es deux solutions :
E(ξ) ≤ E(ξ′) et E(ξ′) ≤ E(ξ) (5.27)
Etant donné que les formes quadratiques assoiées à Cm et Cri (i = 1..N) sont dénies,
il vient :  E(ξ) < E(ξ
′) si ε 6= ε′
E(ξ′) < E(ξ) si ε 6= ε′
(5.28)
Il en ressort que les hamps de déformations des deux phases sont identiques :
ε = ε′ (5.29)
L'uniité de la solution est ainsi vériée pour les déformations, elle est aussi vériée pour
les hamps de ontraintes. En revanhe, elle n'est assurée pour les hamps de déplaement
qu'à un mouvement rigidiant près :
ξ = ξ′ + Ω ∧ x+ u (5.30)
L'existene de la solution est par ailleurs assurée. La démonstration ne sera pas détaillée
ii mais, à titre indiatif, elle repose sur le théorème de Lax Milgram. (voir [16℄).
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5.3.3 Formulation variationnelle
La reherhe de la solution d'un problème d'élastiité revient, de par le prinipe du mini-
mum établi i-dessus, à la reherhe du minimum de l'énergie potentielle : Trouver (ξ) ∈ C.A. tel que :∀(ξ′) ∈ C.A. : E(ξ) < E(ξ′) (5.31)
qui est équivalente à la reherhe de la solution du problème variationnel suivant : Trouver (ξ) ∈ C.A. tel que :∀(ξ′) ∈ C.A. : L((ξ), (ξ′)) = Φ(ξ′) (5.32)
où L(., .) est la forme bilinéaire assoiée à la forme quadratique dénie par la fontionnelle
énergie potentielle, qui s'érit :
L(ξ, ξ′) =
∫
Ω
[(ε : Cm : ε′) +
N∑
i=1
(arεiiε
′
ii)]dΩ (5.33)
et Φ(., .) est une forme linéaire exprimant le travail des eorts extérieurs donnés :
Φ(ξ′) =
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρrF ri ).ξ
′
dΩ +
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)jξj
′
dS (5.34)
5.3.4 Appliation de la méthode des éléments nis au système
multiphasique
La reherhe de la solution d'un problème d'élastiité par éléments nis onsiste à
trouver le hamp de déplaement qui minimise la fontionnelle énergie potentielle sur un
espae d'approximation inlus dans l'ensemble des hamps inématiquement admissibles,
ou d'une manière équivalente à résoudre le problème variationnel (5.32) sur et espae
d'approximation.
L'espae d'approximation est déterminé par la disrétisation géométrique de la
struture en éléments nis (maillage), la donnée du degré d'approximation polynomiale
n des hamps sur haque élément ni et l'ordre de la ontinuité de l'approximation.
5.3.4.1 Maillage
Le domaine est disrétisé en un nombre nis d'éléments (Ne) de formes géométriques
simples interonnetés en des points appelés noeuds et des segments de droites appelés
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arêtes. Les éléments assurent la ouverture du domaine ave un reouvrement maximal
de manière à e que :
Ω ≃ Ne∪
n=1
Vne (5.35)
où Vne désigne l'élément ni numéro n.
Pour les problèmes multiphasiques, le même maillage est adopté pour les phases
matrie et renforement an de pouvoir aussi bien assurer la ondition d'adhérene
parfaite, qu'inlure une loi d'interation entre phases. La struture multiphasique à
étudier est alors remplaée par une struture disrétisée équivalente.
On se limitera dans e qui suit au as d'un milieu multiphasique solliité en dé-
formations planes dans le plan (Oxy) et en ondition d'adhérene parfaite. Les seuls
degrés de liberté d'un tel système sont don les deux déplaements (ξx, ξy) dans le plan.
Chaque n÷ud du maillage étant ainsi muni de deux degrés de liberté, l'ensemble de
es degrés de liberté relatifs à l'élément ni n peut être érit sous la forme matriielle
suivante :
{
ξ
}n
e
=

.(
ξk,nx
ξk,ny
)
.
 k = 1, .., ne (5.36)
où ne désigne le nombre de n÷uds sur haque élément.
5.3.4.2 Approximation des hamps de déplaement
Le hamp de déplaement est ontinu sur haque élément et aux n÷uds. Les polynmes
d'interpolation n'assurant que ette ontinuité C0 sont appelés polynmes de Lagrange.
L'expression littérale du hamp de déplaement élémentaires sur l'élément ni n peut être
retrouvée à partir du veteur des déplaements élémentaires et de la matrie des fontions
de forme par la relation : {
ξ
}
(x, y) =
[
N
]
e
(x, y).
{
ξ
}n
e
(5.37)
ave
{
ξ
}
(x, y) =
{
ξx(x, y)
ξy(x, y)
}
(5.38)
et
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[
N
]
e
(x, y) =
 . . .
 Nk(x, y) 0
0 Nk(x, y)
 . . .
 (5.39)
où Nk(x, y) est le polynme de degré p tel que :
Nk(x, y) =
{
1 au n÷ud k
0 aux autres noeuds
k = 1, .., ne (5.40)
Les polynmes d'interpolation peuvent failement se aluler sur haque élément en fon-
tion des oordonnées de ses n÷uds, mais par soui d'optimisation des programmes de
alul, ils sont alulés sur l'élément de référene assoié aux éléments nis employés, puis
transformés pour obtenir les polynmes d'interpolation de l'élément donné.
Par exemple, pour des éléments triangulaires à six n÷uds (T6), l'élément de référene est
un triangle isoèle retangle ayant deux tés unitaires (gure 5.2) ([15℄).
(0,0)
2 21
1
3
3
(1,0)
(0,1)
x
e
y
4
5
4
6
R
5
e
6
h
x
Figure 5.2  Passage de l'élément de référene à l'élément réel
Désignant par τe la transformation géométrique permettant de passer de l'élément de
référene VR à l'élément réel Ve :
τe : (ξ, η) −→ (x, y) (5.41)
On introduit la matrie jaobienne de la transformation τe :
[
J
]
=
 ∂x∂ξ ∂x∂η
∂y
∂ξ
∂y
∂η
 (5.42)
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et le jaobien de la transformation :
J = det[J ] > 0 (5.43)
Les dérivées des fontions de forme peuvent aussi être alulées à partir des dérivées des
fontions de forme dénies sur l'élément de référene par :
∂Nk
∂x
= ∂Nk
∂ξ
∂ξ
∂x
+ ∂Nk
∂η
∂η
∂x
∂Nk
∂y
= ∂Nk
∂ξ
∂ξ
∂y
+ ∂Nk
∂η
∂η
∂y
(5.44)
ou enore sous forme matriielle :
∂Nk
∂x
∂Nk
∂y
 =

∂ξ
∂x
∂η
∂x
∂ξ
∂y
∂η
∂y


∂Nk
∂ξ
∂Nk
∂η
 = [J ]−1

∂Nk
∂ξ
∂Nk
∂η
 (5.45)
L'intégrale des fontions de formes sur un élément quelonque peut ainsi être alulée sur
l'élément de référene par :∫
Ve
Ne(x, y)dxdy =
∫
VR
Ne(ξ, η)J dξdη (5.46)
où Ve désigne un élément réel quelonque.
5.3.4.3 Prinipe du minimum disrétisé
Les omposantes du plan (Oxy) ainsi que la omposante zz des ontraintes et des dé-
formations marosopiques peuvent s'érire, en tout point du milieu multiphasique, sous
forme vetorielle suivante :
t
{
Σ
}
=
{
Σxx,Σyy,Σzz,Σxy
}
(5.47)
t
{ ∈ } = { ∈xx,∈yy,∈zz, 2 ∈xy } (5.48)
de sorte que la loi de omportement élastique s'érit :
{Σ} =
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {∈} (5.49)
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ave :
[Cm] =

λm + 2µm λm λm 0
λm λm + 2µm λm 0
λm λm λm + 2µm 0
0 0 0 µm
 (5.50)
La forme de la matrie d'élastiité Cri de la phase renforement i :
[Cri ] = a
r{eir} · t{eir} (5.51)
où {eir} désigne le veteur des omposantes du tenseur eir⊗eir dans une base orthonormée,
vériant l'identité :
εri = ∈ : (eir⊗eir) ≡ t{eir} · {∈} (5.52)
Dans le plan (Oxy), la diretion de renforement eir est repérée par un seul angle θi :
eir = cos θiex + sin θiey (5.53)
on déduit alors :
t{eri} = {cos2 θi, sin2 θi, 0, sin θi cos θi} (5.54)
d'où en tenant ompte de (5.51) et (5.54) :
[Cri ] = a
r

cos4 θi cos
2 θi sin
2 θi 0 cos
3 θi sin θi
cos2 θi sin
2 θi sin
4 θi 0 cos θi sin
3 θi
0 0 0 0
cos3 θi sin θi cos θi sin
3 θi 0 cos
2 θi sin
2 θi
 (5.55)
L'énergie de déformation du milieu multiphasique donnée par (5.10), peut s'érire, ompte
tenu de (5.47), (5.48) et (5.49), sous la forme :
W
({∈}) = 1
2
∫
Ω
t{∈} ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {∈} dΩ (5.56)
qui est égale, ompte tenu de (5.35), à la somme des énergies de déformation sur tous les
éléments du maillage, soit :
W
({∈}) = 1
2
Ne∑
n=1
∫
Vne
t{∈} ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {∈}(x, y) dxdy (5.57)
Utilisant la transformation τe et la formule de transport (5.46), il vient :
W
({∈}) = 1
2
Ne∑
n=1
∫
VR
t{∈} ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {∈}(ξ, η) J dξdη (5.58)
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Les déformations s'érivent omme suit en fontion du hamp de déplaement par élément :
{ ∈ }(x, y) =

∈xx
∈yy
∈zz
2 ∈xy
 =

∂
∂x
0
0 ∂
∂y
0 0
∂
∂y
∂
∂x
 ·
(
ξx
ξy
)
(x, y) =
[
∂
] · {ξ}(x, y)
(5.59)
soit ompte-tenu de (5.37) :
{∈}(x, y) = [∂] · [N]
e
(x, y) · {ξ}n
e
=
[
B
]
e
· {ξ}n
e
(5.60)
où [B]e est une matrie formée de ne matries [B]k de taille (4 x 2) :
[B]e = [ ..., [B]k, ..., ] k = 1...,ne (5.61)
ave d'après (5.38) :
[
B
]
k
=

Nk,x 0
0 Nk,y
0 0
Nk,y Nk,x
 (5.62)
où les expressions de Nk,x =
∂Nk
∂x
et Nk,y =
∂Nk
∂y
sont données par (5.44). On obtient
nalement l'expression disrétisée de l'énergie de déformation :
W
({ ∈ }) = 1
2
Ne∑
n=1
∫
VR
t{ξ}ne · t[B]e ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· [B]e · {ξ}ne J dξdη
=
1
2
Ne∑
n=1
t{ξ}ne ·
[∫
VR
t[B]e · [Cm] · [B]e Jdξdη︸ ︷︷ ︸[
K
]m
e
+
N∑
i
∫
νR
t[B]e · [Cri ] · [B]e Jdξdη︸ ︷︷ ︸[
K
]r
ei
]
· {ξ}ne
=
1
2
t{ξ} · [K] · {ξ} (5.63)
où [K] désigne la matrie de rigidité globale de la struture multiphasique obtenue par
assemblage des matries de rigidité élémentaires
[
K
]m
e
et
[
K
]r
ei
(i = 1..N) tandis que
{
ξ
}
est le veteur (matrie olonne) formé de tous les déplaements des n÷uds de la struture.
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En e qui onerne les eorts extérieurs, on assoie aux densités volumiques et
surfaiques d'eorts extérieurs appliquées sur la phase matrie et les phases renforement
les veteurs {ρF}, {T}. La ontribution élémentaire à l'énergie potentielle prend alors la
forme :
φ({ξ}ne ) = t{ξ}ne ·
[∫
Vne
t[N ]e · {ρF}dΩ︸ ︷︷ ︸
{fV }ne
+
∫
Vne ∩∂ΩT
t[N ]e · {T}dS︸ ︷︷ ︸
{fST }ne
]
(5.64)
Le potentiel des eorts extérieurs s'érit omme la somme des potentiels alulés sur
haque maille élémentaire :
Φ
({
ξ
})
=
Ne∑
n=1
(
t{fV }ne + {fST }ne
) · {ξ}ne = Ne∑
n=1
t{F}ne · {ξ}ne = t{F} · {ξ} (5.65)
où {F} désigne le veteur solliitation globale obtenu par assemblage des veteurs
solliitations élémentaires ({fV }ne et {fST }ne ).
Finalement, on obtient l'expression disrétisée de l'énergie potentielle :
E
({
ξ
})
= W
({
ξ
})− Φ({ξ}) = 1
2
t{ξ} · [K] · {ξ} − t{F} · {ξ} (5.66)
Le problème à résoudre onsiste à minimiser, sur un sous-ensemble des veteurs {ξ} des
déplaements nodaux CA, la fontion salaire E({ξ}). La reherhe du minimum onduit
au système linéaire lassique :
[
K
] · {ξ} = {F} (5.67)
5.4 Prise en ompte d'un omportement élastique fra-
gile des bres
Partant de la formulation variationnelle établie dans la setion préédente, une mise en
÷uvre numérique du modèle multiphasique dans le adre de la méthode des éléments
nis a été développée aboutissant à un ode de alul bidimensionnel. Ce dernier
permet de simuler la réponse de strutures multiphasiques sous hargements statiques
en déformation plane. Ce ode est fondé sur l'utilisation d'éléments nis triangulaires de
type T6 (six n÷uds par élément ni) orrespondant à une approximation quadratique
pour les déplaements.
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Dans le adre d'un omportement élastique linéaire de tous les onstituants, le
ode élaboré est validé par omparaison ave des solutions élastiques lassiques telle que
la ompression ÷dométrique, la ompression simple en déformation plane.
En revanhe, dans le as de bres élastiques-fragiles (ontrainte limite en tration-
ompression σf0 ), une proédure numérique a été développée et implémentée. Le ritère
de rupture de la phase renforement représentant la famille de bre i est donné par :
f(σr) = |σr| − σr0 (5.68)
où σr0 = f
iEf = f
r
N
σf0 .
Notant {Q} le veteur des paramètres de hargement, {Q} est appliqué par de pe-
tits inréments suessifs {δQ} = {Q(t + δt)} − {Q(t)}. La solution du problème suite
à l'appliation d'un inrément de hargement {Q} repose sur la proédure itérative à 3
étapes suivante :
⋄ La première étape onsiste à aluler la solution du problème d'élastiité à δQ imposé :
{∆Σ, ∆∈} = Elas.
C
(δQ) (5.69)
⋄ La deuxième étape onsiste à déterminer les ontraintes partielles et à identier la
phase renforement j siège de la ontrainte maximale σrj ainsi que l'orientation θj des
bres représentées par ette phase.
|σrj + δσrj | = Max
(i=1..N)
|{ar(∈+∆∈) : (eir⊗eir)}| (5.70)
⋄ On nit par vérier le ritère de résistane de ette phase et orriger le tenseur
d'élastiité marosopique [C] si besoin : si la ontrainte maximale (σrj + δσ
r
j ) alulée
à l'étape 2 viole le ritère de rupture de la phase j, ette phase est éliminée 'est-à-dire
ne ontribue plus au omportement marosopique. On realule alors le tenseur
d'élastiité marosopique qui servira au alul élastique de l'itération suivante. Dans
le as où le ritère de rupture est satisfait partout, la solution élastique déterminée à
l'étape 1 est la solution du problème à δQ imposé.
si |σrj + δσrj | ≥ σr0 : C = C− Crj = C− arejr⊗ejr⊗ejr⊗ejr (5.71)
Cette proédure est itérée jusqu'à onvergene qui onsiste à trouver un hamp de
déplaements C.A et une distribution d'eorts intérieurs S.A qui vérient le ritère pour
toutes les phases renforement.
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La proédure itérative détaillée i-dessus est mise en ÷uvre dans le ode de alul
multiphasique développé. Les trois étapes de haque itération s'érivent de la façon
suivante sur le problème disrétisé (gure 5.3).
Initialisation:
F, [K] = [K ]
0
Itération :i
F, K connus
i
← i + 1i
FIN
Contrainte maximale:
sj
r
Vérification:
s sj 0
r r
<
oui
non
[K ]=[K ]-[K ]
i i r
j
Figure 5.3  Algorithme pour le milieu multiphasique prenant en ompte des bres élastiques
fragiles
⋄ Etape 1 : Notant {δF} l'inrément du veteur eort du problème disrétisé (E.F) orres-
pondant à l'inrément de hargement {δQ}, la première étape orrespond à la résolution
du problème d'élastiité à {δF} imposé :
{∆ξ} = [K]−1{∆F} (5.72)
⋄ Etape 2 : Détermination des ontraintes mirosopiques et identiation de la phase
renforement j siège de la ontrainte maximale σrj ainsi que de l'orientation θj :
|σrj + δσrj | = Max
(i=1..N)
|t{eir}[Cri ][B]e{ξ + δξ}{eir}| (5.73)
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⋄ Etape 3 : Si le ritère de rupture de la phase j est satisfait f jr(σrj + δσrj ) < 0 alors
l'évolution est élastique et la solution de l'étape 1 est à retenir. Par ontre, dans le
as où le ritère de la phase j est violé, il faut atualiser la raideur de la struture en
tenant ompte de la rupture de ette phase et réitérer la proédure :
si |σrj + δσrj | > σr0 : [K] = [K]− [K]rej (5.74)
5.4.1 Simulation numérique du problème de tration en déforma-
tion plane
L'outil développé est maintenant mis en ÷uvre pour simuler la réponse d'une éprouvette
en matrie élastique renforée dans le plan (Oxy) par des bres élastiques fragiles et
soumise à une déformation uniaxiale imposée ∈ suivant la diretion x. Les aratéristiques
suivantes ont été adoptées :
Ef
Em
= 100; νm = 0.3; f
r = 3.14%;
σf0
Em
= 5; N = 100 (5.75)
La gure 5.4 représente l'évolution de la ontrainte marosopique dans la diretion de la
solliitation en fontion de la déformation imposée ∈. La ourbe en trait plein représente
la solution analytique développée à la setion 4.2.3, tandis que les points désignent la
solution numérique.
0.10
0.15
0.02
∈
0.05 0.10 0.15 0.20
0.05
Σ
E
m
∈∈
Numérique
0
Analytique (section 4.2.2)
Figure 5.4  Courbe ontrainte-déformation : solliitation de tration en déformation plane
La onordane des résultats numériques et analytique onstitue une première validation
de l'outil numérique développé.
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Prise en ompte des bres "souples"
An de prendre en ompte la présene à l'éhelle mirosopique de bres "souples" et
don de phase renforement ne pouvant reprendre que des eorts de tration, à l'éhelle
marosopique, la proédure itérative développée i-dessus est adaptée en rajoutant à la
n de l'étape 3 une ondition partant sur la nature des eorts repris, les onditions (5.70)
et (5.71) sont alors remplaées par :
σrj + δσ
r
j = Max
(i=1..N)
{ar(∈+∆∈) : (eir⊗eir)}
σrk + δσ
r
k = Max
(i=1..N)
{ar(∈+∆∈) : (eir⊗eir)}
(5.76)
{
si σrj + δσ
r
j ≥ σr0 : C = C− Crj = C− arejr⊗ejr⊗ejr⊗ejr
si σrj + δσ
r
j < σ
r
0 : C = C− Crk = C− arekr⊗ekr⊗ekr⊗ekr
(5.77)
Il est à préiser que es deux équations ne sont pas de même nature, la première traduit
la rupture irréversible de la phase j, tandis que la deuxième est réversible : en eet une
phase renforement désativée peut être réativée si, au ours de l'évolution, elle est
amenée à supporter des eorts de tration.
La mise en ÷uvre numérique de ette proédure et son appliation au as traité
semi-analytiquement (setion 4.2.4) a permis de trouver les résultats de la gure 5.5 qui
montre un parfait aord entre la solution numérique par éléments nis et la solution
semi-analytique. Les valeurs numériques utilisées pour ette simulation sont elles de
(5.75).
∈
∈∈
Analytique (section 4.3.2)
Numérique
Σ
E
m
0.05 0.10 0.15
0.10
0.15
0.05
0
Figure 5.5  Courbe ontrainte-déformation : solliitation de tration en déformation plane
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5.4.2 Calul d'une poutre renforée soumise à un hargement de
exion en déformation plane
Nous reprenons ii l'exemple de la poutre en matériau renforé par une distribution de
bres équi-orientées dans le plan (Oxy), soumise à un hargement de exion (setion
4.2.5). Les aratéristiques de la matrie et des phases renforement sont elles de (5.75).
Etant donné que le problème est invariant le long de l'axe de la poutre, on a
onsidéré une tranhe d'épaisseur 0.01m qu'on maille nement ave un maillage régulier
d'éléments quadratiques T6. La taille des éléments est de 0.01 x 0.01m et l'épaisseur h de
la poutre est de 1m. On obtient alors, un maillage assez n de 200 éléments (gure 5.6).
0.01m
0.01m
x
1
m
x
y
0 A
z
Element T6
u
Figure 5.6  Maillage de la struture
Les résultats numériques sont représentés sur la gure 5.7 : la ourbe ontinue représente
la solution analytique, tandis que les points représentent la solution numérique. Les
résultats numériques s'éartent de la solution du problème dès que l'on sort du domaine
élastique. Cei est dû au problème numérique suivant : les ontraintes étant lassiquement
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alulées aux points de Gauss, le ritère de rupture des bres est estimé en es points.
Les premières phases renforement désativées par la proédure itérative dérite en 5.4,
pour rendre ompte de la rupture des bres qu'elles représentent, sont elles représentant
les bres orientées suivant l'axe de la poutre se trouvant aux extrémités inférieure et
supérieure de la poutre. Etant donné que la distribution des points d'intégration de
Gauss sur la struture n'est pas symétrique par rapport à l'axe 0y, ette proédure
de désativation va introduire une dissymétrie du problème qui fait que la solution
numérique s'éarte de plus en plus de la solution analytique.
0.2 0.4 0.6 0.8
M
hE
m
Analytique (section 4.2.4)
Numérique (calcul local)
0 1.0
0.005
0.01
0.015
χ (10 m )
-2 -1
Figure 5.7  Résultat numérique : relation moment-ourbure
An de remédier à e problème numérique, nous avons hoisi d'utiliser une approhe non
loale ([24℄ ; [40℄). Cette approhe onsiste à remplaer la valeur loale de la ontrainte
des bres σr(x) par sa valeur non loale σr(x) dénie par une moyenne pondérée sur un
volume au voisinage du point onsidéré. Une distribution de type Gauss ψ est utilisée
an de aluler ette valeur non loale qui dépend seulement de la distane r entre le
point soure x et le point de réeption y :
σr(x) =
1∫
Ω
ψ(y, x)dΩ
∫
Ω
ψ(y, x)σr(y)dΩ (5.78)
ave la fontion de pondération dénie par :
ψ(y, x) = (
1
ℓc
√
2π
)Ndim exp (−‖x− y‖
2
2ℓ2c
) (5.79)
où Ndim = 2 est la dimension spatiale et le paramètre ℓc la longueur aratéristique hoisie
en fontion de la taille du maillage. La gure 5.8 montre un exemple de distribution de la
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fontion de pondération ψ ave la distane par rapport au point onsidéré. On onstate
que ette fontion s'atténue assez rapidement au-delà d'une distane à quelques fois la
longueur aratéristique ℓc.
ℓc
ℓc
ℓc
ℓc
max
max
max
max
60.7%
13.5%
1.1%
max60.7%
max13.5%
max1.1%
xi
Figure 5.8  Exemple de distribution de la fontion de pondération ψ ([40℄)
La ontrainte partielle non loale peut être alulée par une méthode d'intégration numé-
rique, utilisant la méthode de Gauss dans le adre de la méthode des éléments nis. La
valeur σr(xi) en un point géométrique xi est alors alulée par :
σr(xi) =
Ne∑
ne=1
Ng∑
ng=1
ωg ψ(yg, xi)σ
r(y
g
)det(Jg)
Ne∑
ne=1
Ng∑
ng=1
ωg ψ(yg, xi)det(Jg)
(5.80)
Où Ne est le nombre total d'éléments, Ng le nombre des points de Gauss dans un élément,
y
g
est le veteur position du point d'intégration et ωg le ÷ient de pondération assoié.
La longueur aratéristique ℓc détermine la dimension de la zone d'interation qui inuene
la grandeur non-loale au point onsidéré xi (gure 5.9).
zone d’interaction
xi
xi
ℓc
point de Gauss
Figure 5.9  Illustration de la zone d'interation
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L'intégration de ette méthode dans le ode développé et son appliation à la simulation
du problème de la exion ont permis d'aéder aux résultats de la gure 5.10.
χ (10 m )
-2
ℓc = 0.01 m
ℓc = 0.005 m
ℓc = 0.001 m
ℓc = 0.02 m
Analytique (section 4.2.4)
0.2 0.4 0.6 0.8
M
hE
m
0 1.0
0.005
0.01
0.015 Numérique (calcul non local)
-1
Figure 5.10  Courbe moment-ourbure utilisant le alul non loal
Sur ette gure, on présente les résultats de e problème pour diérentes valeurs de la
longueur aratéristique ℓc. La réponse donnée par la formulation non loale est en bonne
onordane ave la solution analytique dans le as ℓc = 0.01m, 'est-à-dire ℓc à l'ordre de
la dimension d'un élément ni. Le problème numérique assoié à la loalisation peut être
règlé en utilisant l'approhe non loale dérite préédemment.
5.5 Mise en ÷uvre numérique du modèle multiphasique
en élasto-plastiité
5.5.1 Position d'un problème d'évolution d'élasto-plastique d'un
milieu multiphasique
On onsidère un volume Ω oupé par un milieu multiphasique onstitué de la superpo-
sition d'une phase matrie et de N phases renforement parfaitement adhérentes ave la
phase matrie, et obéissant toutes à un omportement élastique parfaitement plastique.
On rappelle les équations régissant l'évolution, à tout instant t ∈ [0, T ] de l'évolution,
d'un tel système sous l'hypothèse des déformations planes dans (Oxy) :
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• Equation d'équilibre :
divΣ(t) + ρF (t) = 0 ave Σ(t) = σm(t) +
N∑
i=1
σri (t)e
r
i⊗eri (5.81)
• Comportement élasto-plastique : σ
m = Cm :
(
∈ − εm
p
)
σri = a
r
i
(∈ii − εrip) , i = 1..N (5.82)
• Critères de plastiité : f
m
(
σm(t)
) ≤ 0 ⇐⇒ σm(t)∈Gm(t)
f ri (σ
r
i (t)) ≤ 0 ⇐⇒ (σri (t)) ∈ Gri (t) , i = 1..N
(5.83)
où Gm(t) et Gri (t) désignent le domaine d'élastiité de la phase matrie et la phase
renforement i à l'instant t
• Règles d'éoulement (as assoié) :
ε˙m
p
= η˙m
∂fm
∂σm
(σm) ave η˙m
 > 0 si f
m(σm) = f˙m(σm) = 0
= 0 sinon
(5.84)
ε˙rip = η˙
r
i
∂f ri
∂σri
(σri ) ave η˙
r
i
 > 0 si f
r
i (σ
r
i ) = f˙
r
i (σ
r
i ) = 0
= 0 sinon
(5.85)
• Conditions aux limites en ontraintes :
Σjknk = T
d
j (t) sur ∂ΩTj (5.86)
(nk : normale unitaire extérieure à ∂ΩTj )
On dénit l'ensemble des hamps d'eorts intérieurs au système multiphasique stati-
quement admissible (SA), pour le même problème au temps t, omme l'ensemble des
hamps {σm, σr1..σrN}(t) vériant l'équation d'équilibre (5.81) et les onditions aux limites
en ontraintes (5.86).
En outre, un tel ensemble des hamps d'eorts intérieurs {σm, σr1..σrN}(t) est dit
plastiquement admissible (PA) pour le problème, si les ritères de plastiité (5.83) des
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phases matrie et renforement sont satisfaits en tout point de Ω.
La résolution d'un problème d'évolution élasto-plastique pour une struture en
matériau renforé par bres, modélisée omme un système multiphasique, onsiste à
exhiber, à tout instant t de l'évolution, un hamp d'eort intérieurs {σm, σr1..σrN}(t) SA
et PA d'une part et un hamp de déplaement {ξ}(t) CA d'autre part, es hamps étant
assoiés en tout point par les lois de omportement élasto-plastique de la phase matrie
et des phases renforement.
5.5.2 Disrétisation temporelle de l'évolution et algorithme ité-
ratif
On soumet une telle struture multiphasique à un hargement {Q} paramétré par le temps
t (0 ≤ t ≤ T ). Ce hargement, qui peut être une ombinaison d'un déplaement imposé et
d'un eort volumique ou d'un eort surfaique, est ensuite subdivisé en petits inréments :
{δQ} = {Q}(t+ δt)− {Q}(t) (5.87)
Supposant onnue la solution du problème d'évolution à l'instant t, orrespondant à l'état
de hargement {Q}(t), en termes de hamps de déplaement {ξ}(t), de hamps d'eorts
intérieurs {σm, σr1..σrN}(t) et de hamps de déformation plastique {εmp , εr1p..εrNp}(t), la re-
herhe de la solution du problème onsiste à aluler la solution à l'instant t+ δt assoiée
à l'inrément de hargement {δQ}. Cette solution peut être obtenue en ajoutant à la
solution à l'instant t, la solution d'un problème élastique relatif à l'appliation de l'in-
rément de hargement {δQ}, les inréments de déformation plastiques {δεm
p
, δεr1p..δε
r
Np}
étant presrits en tant que déformations anélastiques. Cela peut s'érire sous la forme : {δσ
m, δσr1..σ
r
N}
{δεm, δεr1..δεrp}
 = Elas. [{δQ}; {δεmp , δεr1p..δεrNp}] (5.88)
Ces inréments de déformations plastiques doivent par ailleurs satisfaire les règles d'éou-
lement plastique, érites sous forme inrémentale omme suit :
∆εm
p
= δηm
∂fm
∂σm
(σm + δσm) ave δηm

> 0 si fm(σm + δσm) = 0
= 0 sinon
(5.89)
δεrip = δη
r
i
∂f ri
∂σri
(σri + δσ
r
i ) ave δη
r
 > 0 si f
r
i (σ
r
i + δσ
r
i ) = 0 , i = 1..N
= 0 sinon
(5.90)
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La ombinaison de es relations ave les équations de omportement exprimées sous
forme inrémentale donne nalement :
σm + δσm = proj
Gm
.
{
σm + Cm : δεm
}
(5.91)
σri + δσ
r
i = proj
Gri
. {σri + ari δσri } , i = 1..N (5.92)
où proj
Gm
.{} (resp. proj
Gri
.{}) désigne la projetion sur le domaine d'élastiité onvexe Gm
(resp. Gri ) de la phase matrie (resp. phase renforement i) déni par le ritère de
plastiité orrespondant. Ces projetions sont déterminées au sens des produits salaires
assoiés aux énergies élastiques de ontrainte :
∀
(
σm, σm
′
)
< σm, σm
′
>m=
1
2
σm : (Cm)−1 : σm
′
pour la phase matrie (5.93)
∀
(
σri σ
r′
i
)
< σri σ
r′
i >r =
1
2ari
σri , σ
r′
i pour la phase renforement (5.94)
Ce système d'équations est lassiquement résolu par une proédure itérative (return map-
ping algorithm) (Owen (1980) [14℄ ; Criseld (1991) [5℄ ; Simo et Huges (1998) [21℄). Les
hamps d'inréments des variables de déformations anélastiques étant inonnus, ils sont
déterminés par une suite itérative de aluls élastiques, grâe à la proédure suivante :
supposons les inréments de déformations plastiques évalués à l'itération k, les valeurs de
es mêmes inréments à l'itération k + 1 sont alulées en trois étapes :
1. Calul de la solution élastique orrespondant à la résolution du système linéaire
suivant : 
{δσm, δσr1..σrN}
{δεm, δεr1..δεrp}
 = Elas.
[
{δQ}; {δεm
p
, δεr1p..δε
r
Np}
]
(5.95)
2. Détermination des états de ontrainte plastiquement admissibles par projetion des
états de ontrainte statiquement admissibles sur les domaines d'élastiité orrespon-
dants :
σm
p.a.
(k) = proj
Gm
.
{
σm + Cm : δεm(k)
}
(5.96)
σrip.a.(k)+ = proj
Gri
. {σri + ari δσri (k)} , i = 1..N (5.97)
3. Calul des inréments de déformations plastiques relatifs à l'itération k + 1 omme
suit :
δεm
p
(k + 1) = δεm(k) + (Cm)−1 :
(
σm(k)− σm
p.a.
(k)
)
= δεm
p
(k) + (Cm)−1 :
(
σm(k) + δσm(k)− σm
p.a.
(k)
) (5.98)
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δεrip(k + 1) = δε
r(k) + 1
a
r
(
σri (k)− σripa(k)
)
, i = 1..N
= δεrp(k) +
1
a
r
(
σri (k) + δσ
r
i (k)− σripa(k)
) (5.99)
Démarrant ette proédure ave une première estimation des inréments de déformation
plastique : δεm
p
(k = 0) = 0 ; δεrip(k) = 0, elle est itérée jusqu'à onvergene, qui orres-
pond à la mise en évidene de hamps de ontrainte PA et SA ave une préision donnée :
lim
k→+∞
{
σm
pa
, σr1pa..σ
r
Npa
}
= lim
k→+∞
{
σm + δσm(k); σr1 + δσ
r
1(k)..σ
r
N + δσ
r
N (k)
}
(5.100)
Il est à noter que les étapes 2 et 3 orrespondent à un traitement loal de la plastiité, qui
est suivi indépendamment pour haune des phases, l'étape 1 orrespondant à un alul
élastique global.
5.5.3 Formulation par la méthode des élément nis
5.5.3.1 Prinipe du minimum de l'énergie potentielle
Reprenant les notations du hapitre 2, on désigne par ξ un hamp de déplaement iné-
matique admissible quelonque, et on introduit la fontionnelle énergie potentielle de e
hamp, dénie par :
E(ξ) =
∫
Ω
1
2
[
ε : Cm : ε
]
dΩ−
∫
Ω
[
ε : Cm : εm
an
]
dΩ
+
N∑
i=1
∫
Ω
1
2
[
a
rε2ii
]
dΩ−
N∑
i=1
∫
Ω
[arεiiεian] dΩ
−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρriF
r
i ).ξdΩ−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)jξjdS
(5.101)
généralisant ainsi la dénition donnée au hapitre 2 dans le as d'un état initial naturel,
à la situation où un hamp de déformations anélastiques {εm
an
; (εr1an..ε
r
Nan)} doit être pris
en ompte.
La fontionnelle énergie potentielle ainsi dénie vérie le prinipe du minimum
suivant. Soit (ξ) la solution en déplaement du problème d'élastiité à déformations
anélastiques imposées, alors :
∀(ξ′) ∈ C.A. E(ξ) ≤ E(ξ′) (5.102)
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La démonstration de e résultat est analogue à elle détaillée en setion 5.3.2, elle est
reprise ii brièvement. Soit δξ l'éart du hamp ξ′ au hamp de déplaement ξ solution
du problème :
δξ = ξ′ − ξ (5.103)
L'éart de l'énergie potentielle du hamp de déplaement (ξ′) à elle de la solution est
donné par :
δE = E(ξ′)− E(ξ) = E(ξ + δξ)− E(ξ) (5.104)
soit, en tenant ompte de (5.101) et après simpliation on obtient :
δE =
∫
Ω
1
2
[
2ε : Cm : δε+ δε : Cm : δε
]
dΩ +
∫
Ω
1
2
[
2arεii δεii + a
rδε2ii
]
dΩ
−
∫
Ω
[
δε : Cm : εm
an
]
dΩ−
∫
Ω
[arεiiεian] dΩ
−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρriF
r
i ) · δξdΩ−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)j(δξ)jdS
(5.105)
où δε et δεii , i = 1..N désignent les hamps de déformations de la phase matrie et des
phases renforement assoiés aux hamps de déplaement δξ.
Introduisant les hamps de ontraintes (σm, σr1..σ
r
N) solutions du problème, 'est-à-
dire assoiés aux hamps de déformations (εm, εr1..ε
r
N ) par les lois de omportement
élasto-plastique des phases :
σm = Cm :
(
ε− εm
an
)
, σri = a
r(εii − εrian), i = 1..N (5.106)
l'expression (5.105) devient :
δE =
∫
Ω
[
σm : δε+ σri δεii
]
dΩ−
∫
Ω
(ρmFm +
N∑
i=1
ρriF
r
i ).δξdΩ−
3∑
j=1
∫
∂ΩTj
(Td)j(δξ)jdS
+
∫
Ω
1
2
[
δε : Cm : δε+ arδε2ii
]
dΩ
(5.107)
qui n'est autre que l'expression (5.21) du même éart de l'énergie potentielle dans le as
où auune déformation anélastique n'est imposée au milieu multiphasique, et dont nous
avons montré dans la setion 5.3.2 que le signe était toujours positif ou nul, d'où le résultat.
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5.5.3.2 Formulation variationnelle
La reherhe de la solution
{
δξ
}
(i) du problème inremental (5.95) revient de par le
prinipe du minimum établi i-dessus, à la résolution du problème suivant : Trouver (δξ) ∈ C.A.tel que :∀(δξ′) ∈ C.A. : E(δξ) < E(δξ′) (5.108)
qui est équivalent au problème variationnel suivant : Trouver (δξ) ∈ C.A. tel que :∀(δξ′) ∈ C.A. : a((δξ), (δξ′)) = L(δξ′) (5.109)
où a (., .) est la forme bilinéaire assoiée à la forme quadratique dénie par la fontionnelle
énergie potentielle, qui s'érit :
a
(
δξ, δξ′
)
=
∫
Ω
[(
δε : Cm : δε′
)
+
N∑
i=1
(arδεiiδεii
′)
]
dΩ (5.110)
et L(., .) est une forme linéaire donnée par :
L(δξ′) = Φ(δξ′) + Φan(δξ
′) (5.111)
Φ(., .) étant la forme linéaire exprimant le travail des eorts extérieurs :
Φ(δξ′) =
∫
Ω
(ρm∆Fm +
N∑
i=1
ρri δF
r
i ).δξ
′
dΩ +
∫
∂ΩTj
δ(Td)jδξj
′
dS (5.112)
et Φan(., .) désigne la forme linéaire exprimant le potentiel des déformations anélastiques
imposées :
Φan(δξ
′) =
∫
Ω
[
δεm : Cm : ε
an
]
dΩ +
N∑
i=1
∫
Ω
[arδεii ε
r
ian]dΩ (5.113)
5.5.3.3 Prinipe du minimum disrétisé
Considérant une disrétisation spatiale de la struture multiphasique en Ne éléments,
l'expression disrétisée de l'énergie de déformation est, d'après (5.63), donnée par :
W
({δξ}) = 1
2
t{δξ} · [K] · {δξ} (5.114)
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où [K] est lamatrie de rigidité globale de la struture multiphasique et
{
δξ
}
est le veteur
formé de tous les inréments des déplaements des n÷uds de la struture.
Le potentiel des eorts extérieurs s'érit de manière analogue sous forme matriielle :
Φ
({
δξ
})
= t
{
δF
} · {δξ} (5.115)
tandis que le potentiel des déformations anélastiques donné par (5.113), peut s'exprimer
sous la forme :
Φan
({δ ∈}) = ∫
Ω
t{δ ∈an} ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {δ ∈} dΩ
=
Ne∑
n=1
∫
Vne
t{∆ ∈an}ne ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {∆ ∈}ne (x, y) dxdy
=
Ne∑
n=1
∫
VR
t{∆ ∈an}ne ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· {∆ ∈}ne (ξ, η) J dξdη
=
Ne∑
n=1
∫
VR
t{∆ ∈an}ne ·
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· [B]
e
· {∆ξ}n
e
J dξdη
=
Ne∑
n=1
[
t{∆ ∈an}ne ·
∫
νR
(
[Cm] +
N∑
i=1
[Cri ]
)
· [B]n
e
J dξdη︸ ︷︷ ︸
t{δFan}e
]
· {δξ}n
e
= t
{
δFan
} · {δξ}
(5.116)
On obtient ainsi l'expression disrétisée de l'énergie potentielle :
E
({
δξ
})
= W
({
δξ
})− Φ({δξ})
=
1
2
t{δξ} · [K] · {δξ} − t{δF} · {δξ}− t{δFan} · {δξ} (5.117)
dont la reherhe du minimum onduit au système linéaire suivant :
[
K
] · {δξ} = ({δF}+ {∆Fan}) (5.118)
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5.5.4 Mise en ÷uvre numérique du modèle multiphasique en
élasto-plastiité
Le ode de alul des strutures multiphasiques par éléments nis dérit en 5.4 a été
étendu à la prise en ompte de omportement élasto-plastique des diérentes phases,
utilisant un algorithme de plastiité impliite(gure 5.11).
nonoui
sm
pa
( )k
Initialisation
dεm
p
(0) = 0 , (dεr
1p .. )(0) = 0dε
r
Np
Itération k
dFp( )k
connusdε
m
p
( )k = 0 , (dεr
1p .. )( )kdε
r
Np{ ← k + 1k
[ ]K .dx( )k = dF( ) +k dFp( )k
Test de convergence
FIN Projection
sur ( )G i=1..Ni
r
sur G
m
dεm
p
( )k(dεr
1p .. )( )kdε
r
Np
(sr
1pa
.. sr
Npa
)( )k
Figure 5.11  Algorithme de plastiité pour le milieu multiphasique
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Ce ode permet de simuler le omportement des strutures multiphasiques en déforma-
tions planes sous hargements statiques. Il utilise des éléments nis de type Lagrange,
triangulaire à six n÷uds T6, permettant une approximation des hamps inématiques,
de déplaements, quadratique par moreaux, ave une ontinuité C0.
Une première validation de l'outil numérique ainsi développé a été faite par om-
paraison à des solutions analytiques de problèmes multiphasiques élasto-plastiques dans
le as d'une solliitation en déformation homogène, puis par omparaison à la solution
analytique de e problème développée au hapitre 4. Les aratéristiques suivantes ont
été adoptées :
Ef
Em
= 100 ; νm = 0.3 ;
km
Em
= 10−2 ; f r = 3.14% ;
σf0
Em
= 1 ; N = 100 (5.119)
∈
Σ
E
m
Analytique (section 4.3.2)
Numérique
∈ ∈
0.01 0.02 0.03 0.04
0.02
0.04
0.06
Figure 5.12  Courbe ontrainte - déformation : déformation marosopique uniaxiale
La gure 5.13 montre une parfaite onordane entre les résultats numériques et la
solution analytique.
La deuxième appliation de e ode a onsisté à simuler le omportement élasto-
plastique d'une éprouvette soumise à une solliitation de tration en déformation plane.
Le résultat de ette modélisation est présenté par la ourbe ontrainte-déformation de la
gure 5.13, il sera omparé ave l'approhe alul à la rupture dans la hapitre 6.
5.5. Mise en ÷uvre numérique du modèle en élasto-plastiité 123
∈
0.01 0.02 0.03 0.04
∈∈
Σ
E
m
0.02
0.04
charge limite
Figure 5.13  Courbe ontrainte - déformation : essai de tration en déformation plane
5.5.5 Poinçonnement d'un demi-espae renforé
On onsidère le problème du poinçonnement par un poinçon rigide d'un demi-espae ren-
foré en déformation plane(gure 5.14) :
2B
d
A A’
ex
ey
Syy
Figure 5.14  Poinçonnement d'un demi-espae renforé
Dans le adre d'un omportement élastique isotrope, la distribution de la ontrainte ma-
rosopique vertiale Σyy sous le poinçon est ([52℄) :
Σyy =
Q
π
√
B2 − x2 (5.120)
où B est la demi-largeur du poinçon et Q est la réation du massif sous le poinçon pour un
déplaement vertial δ donné. Cette fontion est singulière aux oins du poinçon (point
A et A'), de sorte que valeurs alulées aux points de Gauss des éléments loalisés au
voisinage de es points peuvent être entahées d'erreurs systématiques. Par onséquent,
les valeurs alulées sous le poinçon pour es éléments et la réation résultante peuvent
omporter des erreurs importantes.
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Il est néessaire d'utiliser une autre méthode pour évaluer la réation sous le poin-
çon. En se basant sur le prinipe des travaux virtuels on démontre que la réation totale
s'identie à la somme des réations nodales sous le poinçon.([50℄).
Par symétrie, on ne onsidère que la moitié de la géométrie. Le maillage utilisé
omporte 1377 noeuds et 650 éléments triangulaire T6 (gure 5.15).
B
Figure 5.15  Poinçonnement d'un demi espae : zoom sur le maillage au voisinage de la
semelle
Les résultats de la simulation sont représentés sur la gure 5.16 sous la forme de ourbe
de hargement donnant la réation sous le poinçon Q en fontion du tassement normalisé
δ/B.
Q
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d/B
4
6
non renforcé
renforcé par fibres
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m
+2p
Figure 5.16  Poinçonnement d'un demi espae - Courbe de hargement
5.6. Appliation du ode de alul multiphasique 125
Prise en ompte du as où les bres sont élastiques fragiles
On s'intéresse enn au as où le massif est onstitué d'une matrie élasto-plastique renfor-
ée par des bres élastiques fragiles (par exemple sol renforé par des bres de verre). La
gure 5.17 représente les résultats pour e as où il apparaît que la struture est apable
de supporter un hargement de plus de 1.6 fois la harge de ruine de la struture non
renforée. Arrivé à ette valeur la struture devient instable suite à l'endommagement des
bres. Cette phase se termine par une évolution peu diérente de elle de la struture non
renforée.
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Figure 5.17  Poinçonnement d'un demi espae - Courbe de hargement as les bres sont
élastiques fragiles
5.6 Appliation du ode de alul multiphasique au
problème de la exion d'une poutre renforée : ma-
trie élastique fragile et bres élasto-plastiques
On s'intéresse ii le as d'un matériau omposite onstitué d'une matrie élastique fragile
et de bres élasto-plastiques (par exemple un béton renforé par des bres métalliques).
La matrie obéit le ritère de rupture de Druker-Prager qui s'exprime par :
fm(σm) =
√
1
2
sm : sm + ρ Im1 − km = 0 (5.121)
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où Im1 = trσ
m
est le premier invariant du tenseur de ontraintes et ρ est un paramètre qui
peut être déterminé à partir de résultats d'essais. Si le paramètre ρ est nul, e ritère se
réduit à elui de von Mises. On reprend l'exemple de la poutre en matériau renforé par
une distribution de bres equi-orientées dans le plan (Oxy), soumise à un hargement de
exion (setion 4.2.5). Les aratéristiques de la matrie et des phases renforement sont
elles de (5.119). Le paramètre ρ qui intervient dans le ritère de rupture de la phase
matrie (5.121) est égal à 1.
La réponse de la struture est représentée sur la gure 5.18 pour diérentes va-
leurs de ℓc et en omparaison ave elle de la matrie seule.
ℓc = 0.01 m
ℓc = 0.02 m
ℓc = 0.03 m
M
hE
m
Poutre renforcée
ℓc = 0.01 m
ℓc = 0.02 m
ℓc = 0.03 m
Non renforcée
0.2 0.4 0.6 0.80 1.0
χ (10 m )
-2 -1
0.06
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Figure 5.18  Flexion d'une poutre renforée (matrie élastique fragile et bres élasto-
plastiques) - ourbe moment-ourbure
Ces résultats montrent l'apport du renforement en terme de raideur et de résistane de
la poutre en exion. Le maillage adopté ii est le même que elui dans la gure 5.6, le
hoix de ℓc = 0.01m, 'est-à-dire la même taille que les éléments, est alors plus pertinent
omme il a été observée en 5.4.2 (gure 5.10).
5.7 Conlusions
Une formulation variationnelle pour les systèmes multiphasiques a été établie sous
l'hypothèse d'adhérene parfaite entre les diérents onstituants. Cette formulation est
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par la suite disrétisée et mise en ÷uvre numériquement dans le adre de la méthode des
éléments nis, aboutissant ainsi à un ode de alul multiphasiques bidimensionnel.
La néessité de la mise en ÷uvre d'une approhe non loale pour l'appliation du
ritère d'endommagement des phases renforement a été mise en évidene. La mise
en ÷uvre numérique d'une telle approhe basée sur l'utilisation d'une fontion de
pondération gaussienne et d'un algorithme de alul itératif, a permis le développement
d'un module 'endommagement' dans le ode de alul multiphasique.
Par ailleurs, an de rendre ompte d'un omportement élasto-plastique des onsti-
tuants, un algorithme impliite appliqué aux strutures multiphasiques, basé sur un
déoupage du trajet de hargement en plusieurs pas, à l'intérieur desquels un alul
itératif par projetion sur les ritères respetifs des diérentes phases est eetué, a été
présenté. Sa mise en ÷uvre numérique dans le adre de la méthode des éléments nis est
ensuite développée et inorporée dans le ode multiphasique préédent.
La dernière setion de e hapitre a été onsarée à l'emploi du ode de alul dé-
veloppé pour simuler le omportement d'une poutre solliitée en exion en déformation
plane. Cette poutre est onstituée d'un matériau à bres dont la matrie est élastique
fragile tandis que les bres sont élasto-plastiques, tel le as d'un béton de bres. La
réponse marosopique de la struture montre une première phase élastique suivie d'une
phase de omportement non-linéaire où une plastiation des phases renforement et un
endommagement de la phase matrie ont lieu.
* *
*
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6.1. Introdution 131
6.1 Introdution
C
e hapitre est onsaré à la présentation de l'approhe du alul à la rupture
appliquée milieux multiphasiques. Cette méthode d'estimation de la harge de
ruine des strutures en milieu multiphasique sera utilisée omme une alternative au
alul élasto-plastique, où une appliation du hargement en petits inréments suessifs,
assoiée à un alul itératif doivent être réalisés. Les résultats d'une telle démarhe
serviront aussi à qualier les résultats numériques et à déterminer par voie théorique le
ritère de résistane à l'éhelle marosopique pour les matériaux à bres, à partir de
la onnaissane des aratéristiques de résistane des onstituants (matrie, bres) en
supposant que l'interfae entre haque phase renforement et la matrie est à adhérene
parfaite et la proportion volumique des bres est très faible.
6.2 Calul à la rupture pour les systèmes en milieux
multiphasiques
6.2.1 Domaine K des hargements potentiellement supportables
pour un système multiphasique
On se propose d'expliiter la dénition des hargements potentiellement supportables
d'une struture, dans le adre du formalisme de la méanique des milieux multiphasiques,
en se basant sur un raisonnement de ompatibilité équilibre-résistane omme dans le as
d'un milieu ontinu lassique ( [7℄ ; [45℄).
On onsidère don un système en milieu multiphasique, noté Ω, soumis à un har-
gement Q et on dénit le domaine K des hargements potentiellement supportables pour
le système en milieu multiphasique, omme l'ensemble des hargement Q tels qu'il existe
un hamp de ontrainte σm dans la phase matrie et une distribution de hamps de
ontraintes uniaxiales {σr} dans les phases renforement, statiquement admissibles ave
Q et vériant en tout point le ritère de résistane de la phase matrie et elui de haque
phase renforement :
Q ∈ K ⇐⇒
{ ∃{σm, {σr}} statiquement admissible ave Q
σm(x) ∈ Gm(x); σri (x) ∈ Gr(x), ∀σri (x) ∈ {σr}, ∀x ∈ Ω
(6.1)
où Gm, Gr désignent respetivement les domaines de résistane de la phase matrie et
de haune des phases renforement. Ces domaines sont entièrement déterminés par la
132 Chapitre 6. Calul à la rupture et ritère de résistane marosopique
donnée d'un ritère de résistane pour haune des phases.
6.2.2 Approhe statique par l'intérieur de K
Cette approhe revient tout simplement à appliquer la dénition (6.1) du domaine K
des hargements potentiellement supportables. Tout hargement Q est potentiellement
supportable s'il peut être équilibré par un hamp d'eorts intérieurs vériant les ritères de
résistane des diérentes phases. Etant donné dans l'espae des paramètres de hargement
Q un ensemble de points représentatifs de tels hargements appartenant à K, la propriété
de onvexité de e dernier (déduite de la onvexité des ritèresGm et Gr) permet d'armer
que l'enveloppe onvexe de es points est inluse dans K (gure 6.1).
Qj
Qi
enveloppe
convexe
K
Figure 6.1  Constrution d'une approhe statique par l'intérieur du domaine K
6.2.3 Approhe inématique par l'extérieur de K
Comme dans le as d'un milieu ontinu lassique, l'approhe inématique repose sur la
dualisation des équations d'équilibre du milieu multiphasique par le biais du prinipe des
puissanes virtuelles. Désignant par {Uˆ} un hamp de vitesse virtuel inématiquement
admissible dans le mode de hargement, la puissane virtuelle des eorts extérieurs s'érit
dans le as d'un mode de hargement Q :
Pe(Û) =
∫
Ω
F · ÛdΩ+
∫
∂Ω
T · UˆdS = Q · ˆ˙q (6.2)
où
ˆ˙q représente le veteur des paramètres inématiques apparaissant en dualité ave les
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paramètres de hargement Q.
La puissane virtuelle de déformation s'érit dans e même hamp de vitesse virtuel :
Pd(Uˆ) =
∫
Ω
(
σm : dˆ+
∫
ω
σrdˆrdω
)
dΩ (6.3)
ave 
dˆ = 12
(
grad (Uˆ) + tgrad (Uˆ)
)
dˆr = ∂Uˆs
∂s
(6.4)
Le prinipe des puissanes virtuelles s'érit alors :
(
σm; {σr}) S.A ave Q⇔
 ∀Uˆ C.A.ave
ˆ˙q
Q · ˆ˙q =
∫
Ω
(
σm : dˆ+
∫
ω
σrdˆrdω
)
dΩ
(6.5)
Il en résulte que la dénition (6.1) du domaine K des hargements potentiellement sup-
portables peut être réérite sous la forme :
Q ∈ K ⇐⇒
 ∃{σ
m, {σr}} tel que ∀U C.A ave ˆ˙q : Q · ˆ˙q = Pd(Uˆ)
σm(x) ∈ Gm(x); σr(x) ∈ Gr(x) ∀x ∈ Ω
(6.6)
On introduit alors la puissane résistane maximale d'un milieu multiphasique dans le
hamp de vitesse virtuel {Uˆ}, dénie par :
Prm
(
Uˆ
)
=
∫
Ω
πm
(
dˆ
)
dΩ+
∫
Ω
(∫
ω
πr(dˆr)dω
)
dΩ+
∫
D
πm(n; [Uˆ ])dS +
∫
D
πr(n; [Uˆ ])dS
(6.7)
Dans ette dernière expression, πm(·) et πr(·) désignent les fontions d'appui des domaines
de résistane de la phase matrie Gm et de la phase renforement Gr, dénies par : π
m(dˆ) = sup {σm : dˆ ; σm ∈ Gm}
πr(dˆr) = sup {σrdr; σr ∈ Gr}
(6.8)
D représente l'ensemble des surfaes de disontinuité du hamp {Uˆ}, de normale unitaire
n. Les fontions d'appui orrespondantes étant : π
m
(
n, [Uˆ ]
)
= sup {(σm · n) · [Uˆ ] ; σm ∈ Gm}
πr(n, [Uˆ ]) = sup {σrnr[Uˆ r] ; σr ∈ Gr}
(6.9)
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où [X ] représente le saut de la variable X à la traversée de D en suivant la diretion de
la normale n.
Cette puissane résistante maximale apparaît alors omme un majorant de la puis-
sane de déformation pour des eorts intérieurs vériant les ritères de résistane.
La dualisation des équations d'équilibre du milieu multiphasique, exprimée à tra-
vers e prinipe des puissanes virtuelles, et des ritères de résistane des deux phases,
permet de aratériser l'ensemble K des hargements potentiellement supportables
omme suit :
Q ∈ K =⇒ ∀Uˆ Q · ˆ˙q(Uˆ) ≤ Prm(Uˆ) (6.10)
ou de manière équivalente :
∃Uˆ tel que Q · ˆ˙q(Uˆ) > Prm(Uˆ) =⇒ Q /∈ K (6.11)
Cette dernière inégalité donne lieu à l'interprétation géométrique indiquée sur la gure
6.2.
Qj
Qi
K
q U( )
.^
Q. q U P U( ) - ( ) = 0rm
.^
Figure 6.2  Interprétation géométrique de (6.11) dans l'espae des paramètres de hargement
Le domaine K est inlus dans le demi-espae ontenant l'origine et délimité par le plan
d'équation
Q · ˆ˙q(Uˆ) = Prm(Uˆ) (6.12)
Une telle démarhe est appelée approhe inématique par l'extérieur. Elle permet d'obtenir
des majorants des hargements extrêmes situés sur la frontière de K
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6.2.4 Un exemple de mise en ÷uvre
On onsidère un matériau à bres, modélisé omme un milieu multiphasique onstitué
d'une matrie obéissant au ritère de résistane de von Mises de résistane en ission km
et d'une innité de phases renforement vériant le ritère uniaxial (4.6) de résistane
en tration-ompression σr0. On note que la résistane σ
r
0 est liée à elle du matériau
onstitutif des bres σf0 par :
σr0 = η
rσf0 =

f rσf0
π
as d'une distribution bidimensionnelle de bres
f rσf0
2π
as d'une distribution tridimensionnelle de bres
(6.13)
6.2.4.1 Approhe statique par l'intérieur
Considérons maintenant une éprouvette parallélépipèdique, de hauteur H et de setion
arrée de té 2L (gure 6.3), onstituée d'un matériau à bres renforée par une distri-
bution ontinue plane de bres. Cette éprouvette est soumise à un essai de ompression
en déformation plane dans le plan (Oxy). Ce hargement est déni par les onditions aux
limites suivantes :
⋄ les faes latérales sont libres d'eorts :
Slt (x = ±L) : Σ(±L).ex = 0 (6.14)
⋄ La surfae inférieure est en ontat sans frottement ave un support indéformable :
S(y = 0) : Tx = Tz = 0 ; Uy = 0 (6.15)
⋄ La surfae supérieure est en ontat sans frottement ave un plateau indéformable ayant
un mouvement de translatation de veteur t = −Uey :
S(y = H) : Tx = Tz = 0 ; Uy = −U (6.16)
⋄ On néglige les fores de volume
Le paramètre de hargement étant la fore de ompression, exerée par le plateau
supérieur sur l'éprouvette :
Q = −
∫
S(y=H)
σyydxdz (6.17)
on se propose de déterminer sa valeur extrême Q+, dénie par :
Q+ =
{
supQ/ ∃ σm, {σr} S.A ave Q, telque fm(σm) ≤ 0, f r(σr) ≤ 0} (6.18)
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Slt
Q
U
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y
z
Figure 6.3  Essai de ompression en déformation plane
On onsidère l'ensemble des hamps de ontrainte homogènes par phases (gure 6.4) déni
par :
σm = −2key⊗ey − kez⊗ez − σr01
= −σr0 ex⊗ex − (2k + σr0) ey⊗ey − (k + σr0) ez⊗ez (6.19)
σr =
 σ
r
0 si θ ∈ [0, π/4] ∪ [3π/4, π]
−σr0 si θ ∈ [π/4, 3π/4]
(6.20)
Q
U
x
y
z
sr0qs
r
0
-sr0 er
Figure 6.4  Distribution des ontraintes dans les phases renforement
Compte tenu du hoix du hamp de ontrainte dans la phase matrie, la partie déviatorique
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sm est égale à :
sm = −kmex⊗ex + kmey⊗ey (6.21)
et par suite :
fm(σm) =
√
1
2
sm : sm − km = 0 (6.22)
Le ritère de résistane des phases renforement est saturé pour toutes les phases :
f r(σr) = |σr| − σr0 = 0 (6.23)
Les omposantes du hamp de ontrainte total Σ équilibré par les hamps de ontrainte
partiels proposés, sont alors données en tenant ompte de (6.19) et (6.20) par :
Σxx = σ
m
xx +
(∫ π
0
σr er⊗er dθ
)
: (ex⊗ex) (6.24)
= −σr0 +
∫ pi
4
0
σr0 cos
2 θ dθ −
∫ 3pi
4
pi
4
σr0 cos
2 θ dθ +
∫ π
3pi
4
σr0 cos
2 θ dθ
= −σr0 +
f rσf0
π
(∫ pi
4
0
cos2 θ dθ −
∫ 3pi
4
pi
4
cos2 θ dθ +
∫ π
3pi
4
cos2 θ dθ
)
= −σr0 + σr0 = 0
Σyy = σ
m
yy +
(∫ π
0
σr er⊗er dθ
)
: (ey⊗ey) (6.25)
= −2km − σr0 +
∫ pi
4
0
σr0 sin
2 θ dθ −
∫ 3pi
4
pi
4
σr0 sin
2 θ dθ +
∫ π
3pi
4
σr0 sin
2 θ dθ
= −2km − σr0 +
f rσf0
π
(∫ pi
4
0
sin2 θ dθ −
∫ 3pi
4
pi
4
sin2 θ dθ +
∫ π
3pi
4
sin2 θ dθ
)
= −2km − σr0 − σr0 = −2km − 2σr0
Σxy = σ
m
xy +
(∫ π
0
σr er⊗er dθ
)
: (ex⊗ey) = 0 (6.26)
Σxz = Σyz = 0 (6.27)
Le hamp de ontrainte total est don statiquement admissible ave la valeur Q∗ = (2km+
2σr0)S (S = 4L
2
désigne la setion de l'éprouvette ), e qui onduit alors à un minorant
du hargement extreme :
Q+ ≥ (2km + 2σr0)S (6.28)
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6.2.4.2 Approhe inématique par l'extérieur
On onsidère le hamp de vitesse virtuel déni omme suit :
Û =
U
H
(x ex − y ey) (6.29)
Compte tenu de l'hypothèse d'adhérene parfaite entre phases, le hamp de tenseur taux
de déformation s'exprime par :
dˆ
m
= dˆ =
U
H
(ex⊗ex − ey⊗ey) (6.30)
dans la phase matrie et
dˆr = er.dˆ.er =
U
H
(cos2 θ − sin2 θ) (6.31)
dans la phase renforement représentant les bres d'orientation θ par rapport à l'axe des x.
La puissane résistane maximale est déomposée additivement en la ontribution
de la phase matrie et de la distribution ontinue des phases renforement :
Prm(Û) = P
m
rm(Uˆ) +
∫ π
0
P rrm(Û) dθ (6.32)
La puissane résistane maximale de la phase matrie est déterminée par :
Pmrm(Û) =
∫
Ω
πm(dˆ)dΩ (6.33)
où πm(.) est la fontion d'appui du domaine de von Mises, donnée par ([7℄) :
πm(dˆ
m
) =
 k
m
√
2dˆ : dˆ si trdˆ = 0
+∞ si trdˆ 6= 0
(6.34)
La ombinaison de (6.9), (6.33) et (6.34) permet d'aéder à la valeur de Pmrm
Pmrm = 2k
mUS (6.35)
En e qui onerne la phase renforement d'orientation θ par rapport à l'axe des x :
P rrm(Û) =
∫
Ω
πr(dˆr)dΩ (6.36)
où πr(.) désigne la fontion d'appui d'une phase renforement, donnée par :
πr(dˆr) = sup
{
σr dˆr, |σr| ≤ σr0
}
= σr0 |dˆr| (6.37)
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La puissane résistane maximale d'une phase renforement s'érit alors :
P rrm(dˆ
r) =
∫
Ω
σr0 |dˆr|dΩ = σr0
U
H
| cos2 θ − sin2 θ|SH (6.38)
La puissane résistane maximale du milieu multiphasique est alors donnée par :
Prm(Û) = 2k
mSU + SU
∫ π
0
σr0| cos2 θ − sin2 θ| dθ (6.39)
= 2kmSU + SU σr0
∫ π
0
| cos2 θ − sin2 θ| dθ = 2(km + σr0)SU
La puissane des eorts extérieurs dans le hamp de vitesse virtuel (6.29) s'érivant :
Pext(Û) = Q.U (6.40)
l'appliation de l'approhe inématique onduit alors à l'inégalité suivante :
Q ≤ Q+ ⇒ Q.U ≤ 2(km + σr0)SU ∀U (6.41)
permettant ainsi de trouver un majorant du hargement de ruine Q+ :
Q+ ≤ 2(km + σr0)S (6.42)
La ombinaison des résultats de l'approhe statique (6.28) et inématique (6.42) onduit
à la valeur exate du hargement extrême Q+ :
Q+ = 2(km + σr0)S (6.43)
Appliation numérique : Les aratéristiques suivantes ont été adoptées
km
Em
= 10−2 ; f r = 3.14% ;
σf0
Em
= 1 ;
σr0
Em
=
f r
π
σf0
Em
= 1 (6.44)
La valeur du hargement extrême normalisé est don :
Q+
SEm
= 0.04. La harge limite
normalisée obtenue par la méthode des éléments nis dans 5.5.4 est
Qℓ
SEm
= 0.0393,
l'erreur ommise étant inférieure à 2%. Cette bonne onordane onstitue une validation
de l'outil numérique développé au hapitre 5 pour les problèmes multiphasiques en élasto-
plastiité.
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6.3 Critère de résistane marosopique pour les maté-
riaux à bres
6.3.1 Dénition du domaine de résistane marosopique
On onsidère un système en milieu multiphasique Ω onstitué d'une phase matrie et
d'une innité de phases renforement dont les ritères de résistane, au point x, sont
dénis omme suit :
⋄ Phase matrie :
σm ∈ Gm(x)⇐⇒ fm(x; σm(x)) ≤ 0 (6.45)
où Gm(x) représente le domaine de résistane de la phase matrie en e point, onstitué
de l'ensemble des états de ontrainte σm admissibles. Ce domaine ontient l'origine (i.e
σm = 0 ∈ Gm(x)) et possède la propriété de onvexité :
σm
1
(x), σm
2
(x) ∈ Gm(x) =⇒ (1− ζ)σm
1
(x) + ζσm
2
(x) ∈ Gm(x) ∀ζ ∈ [0, 1] (6.46)
⋄ Phases renforement :
σr ∈ Gr ⇐⇒ |σr| ≤ σr0 (6.47)
Gr(x) représente le domaine de résistane d'une phase renforement en e point, onsti-
tué de l'ensemble des états de densité d'eort normal σr admissibles. Le domaine Gr(x)
est simplement l'intervalle fermé [−σr0, σr0],
Le domaine de résistane marosopique est déni omme suit ([9℄) :
Σ ∈ Ghom ⇐⇒

∃ σm, {σr}/ Σ = σm +
∫
ω
σrer⊗er dω
σm ∈ Gm et |σr| ≤ σr0
(6.48)
Le domaine Gm de la matrie est don inlus dans le domaine Ghom et on peut démontrer
que les propriétés, supposées valables en tout point de Gm(x) et Gr(x) sont transposables
au domaine Ghom, qui ontient l'origine de l'espae des ontraintes et vérie la propriété
de onvexité.
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Une alternative à la dénition du domaine de résistane marosopique énonée
i-dessus onsiste à énoner la dénition suivante :
Σ ∈ Ghom ⇔ Σ : D ≤ Πhom(D) ∀D (6.49)
où Πhom désigne la fontion d'appui du domaine marosopique, qui s'érit, ompte tenu
de la ondition d'adhérene parfaite entre phases, par :
Πhom(D) = sup
{
Σ : D = σm : D +
(∫
ω
σr er⊗erdω
)
: D ; σm ∈ Gm ; σr ∈ Gr
}
(6.50)
Cette dénition inématique de Ghom peut être interprétée géométriquement dans l'espae
des ontraintes Σ. L'équation (6.50) montre que Πhom(D) est proportionnel à la distane
à l'origine de l'hyperplan tangent à Ghom au point où la normale extérieure est parallèle
à D (gure 6.5).
Skl
Sij
G
hom
D
S P: D = (D)
hom
Figure 6.5  Interprétation géométrique du domaine Ghom et de sa fontion d'appui dans
l'espae des ontraintes
La fontion d'appui (6.50) du domaine Ghom peut don s'exprimer omme la somme des
fontions d'appui des diérentes phases (6.8) :
Πhom(D) = sup
{
σm : D +
(∫
ω
σr er⊗erdω
)
: D ; σm ∈ Gm ; σr ∈ Gr
}
= sup
{
σm : D ; σm ∈ Gm} + ∫
ω
sup{σr er⊗er : D ; σr ∈ Gr} dω (6.51)
= Πm(D) +
∫
ω
πr(D)dω = Πm(D) + Πr(D)
où πr(D) désigne la fontion d'appui d'une phase renforement :
πr(D) = sup{σr er⊗er : D ; σr ∈ Gr} = σr0 |Drr| (6.52)
ave Drr = er⊗er : D tandis que Πr(D) =
∫
ω
πr(D)dω désigne la fontion d'appui de la
distribution de phases renforement.
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6.3.2 Représentation géométrique du domaine Ghom dans l'espae
des ontraintes
6.3.2.1 Cas d'une distribution bidimensionnelle de bres
On s'intéresse ii au as où les bres de renforement sont orientées de façon isotrope dans
le plan (Oxy). L'ensemble des orientations des bres ω dans les équations (6.48) et (6.51)
est alors égal à l'intervalle [0 , π[. Notant par D1 et D2 les valeurs prinipales du tenseur
taux de déformation D et par e1, e2 les diretions prinipales orrespondantes, le veteur
unitaire radial peut être déni par er = cos θe1 + sin θe2 (gure 6.6) et on obtient don :
Drr = (er⊗er) : D = D1 cos2 θ +D2 sin2 θ (6.53)
La fontion d'appui des phases renforement est donnée par :
er
q
ex
ey
e
2
e
1
Figure 6.6  Veteur unitaire radial
Πr(D) =
∫
ω
πr(D)dω = σr0
∫ π
0
|D1 cos2 θ +D2 sin2 θ| dθ (6.54)
On onsidère 4 as suivants :
⋄ 1er as D1 ≥ 0 et D2 ≥ 0 ((D1, D2) 6= (0, 0))
Le taux de déformation radial Drr étant dans e as positif, l'expression de la fontion
d'appui Πr(D) devient alors
Πr(D) = σr0
∫ π
0
(D1 cos
2 θ +D2 sin
2 θ) dθ
= σr0
π
2
(D1 +D2) (6.55)
⋄ 2ème as D1 ≤ 0 et D2 ≤ 0 ((D1, D2) 6= (0, 0))
Πr(D) = −σr0
∫ π
0
(D1 cos
2 θ +D2 sin
2 θ) dθ
= −σr0
π
2
(D1 +D2) (6.56)
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⋄ 3ème as D1 ≥ 0 et D2 < 0
On distingue dans e as deux zones suivant la valeur de détermine la valeur de Drr :
Drr ≥ 0⇔ tan2 θ ≤ −D1
D2
(6.57)
omme θ ∈ [0, π[, on obtient :
Drr ≥ 0⇐⇒
 θ ∈ [0, θ
∗] ∪ [π − θ∗, π[
ave θ∗ = Artg(
√
−D1
D2
)
(6.58)
L'expression (6.54) de Πr(D) devient alors :
Πr(D) = σr0
[∫ θ∗
0
Drr dθ +
∫ π−θ∗
θ∗
−Drr dθ +
∫ π
π−θ∗
Drr dθ
]
= 2σr0
[∫ θ∗
0
Drr dθ −
∫ π/2
θ∗
Drr dθ
]
(6.59)
=
σr0
2
[2 sin(2θ∗)(D1 −D2) + (4θ∗ − π)(D1 +D2)]
⋄ 4ème as D1 < 0 et D2 > 0
D'une manière analogue au as préédent, on obtient :
Drr ≥ 0⇐⇒
 θ ∈ [θ
∗, π − θ∗]
ave θ∗ = Artg(
√
−D1
D2
)
(6.60)
Πr(D) = 2σr0[−
∫ θ∗
0
Drr dθ +
∫ π/2
θ∗
Drr dθ]
= −σ
r
0
2
[2 sin(2θ∗)(D1 −D2) + (4θ∗ − π)(D1 +D2)] (6.61)
La représentation du domaine de résistane de l'ensemble des phases renforement Gr est
le onvexe délimité par l'ensemble des droites d'équation :
Σ1D1 + Σ2D2 = Π
r(D) (6.62)
L'équation paramétrique de Gr peut être obtenue en érivant :
Σ1 =
∂Πr
∂D1
, Σ2 =
∂Πr
∂D2
(6.63)
⋄ Pour D1 ≥ 0 et D2 ≥ 0 :
Σ1 = Σ2 = σ
r
0
π
2
e qui veut dire que le point (Σ1,Σ2) = (σ
r
0
π
2
, σr0
π
2
) du domaine Gr est
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un point anguleux dont le ne des normales extérieurs est l'ensemble des D1, D2 positifs
(gure 6.7).
⋄ Pour D1 ≤ 0 et D2 ≤ 0 :
(Σ1,Σ2) = (−σr0 π2 ,−σr0 π2 ) est aussi un point anguleux. Le ne des normales extérieures
à Gr en e point est l'ensemble des D1, D2 négatifs (gure 6.7).
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Figure 6.7  Distribution bidimensionnelle de bres : représentation géométrique du domaine
Ghom dans le plan des ontraintes prinipales
⋄ Pour D1 > 0 et D2 < 0 :
Σ1 =
∂Πr
∂D1
=
[
2Artg(
√−D1
D2
)− 2D1D2
D21 +D
2
2
− π
2
]
Σ2 =
∂Πr
∂D2
=
[
2Artg(
√−D1
D2
) +
2D1D2
D21 +D
2
2
− π
2
] (6.64)
soit, en introduisant le paramètre t = −D1
D2
> 0, on obtient l'équation paramétrique
suivante : 
Σ1 = σ
r
0
[
2Artg(t) +
2t
1 + t2
− π
2
]
Σ2 = σ
r
0
[
2Artg(t)− 2t
1 + t2
− π
2
] (6.65)
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⋄ Pour D1 < 0 et D2 > 0 :
Identiquement au as préédent, on trouve :
Σ1 = −σr0
[
2Artg(t) +
2t
1 + t2
− π
2
]
Σ2 = −σr0
[
2Artg(t)− 2t
1 + t2
− π
2
] (6.66)
La représentation géométrique du domaine Gr dans l'espae des ontraintes Σ1 − Σ2 est
donnée sur la gure 6.7.
Le domaine de résistane Gm de la phase matrie est délimité par les deux droites
d'équations (gure 6.7) : {
Σ1 − Σ2 = 2km
Σ1 − Σ2 = −2km
(6.67)
Le domaine de résistane marosopique est la somme de Minknowski des domaines de
résistane Gr des phases renforement et Gm de la phase matrie :
Ghom = Gm ⊕Gr (6.68)
La domaine Ghom est alors délimité par les deux droites d'équation (gure 6.7 ) :{
Σ1 − Σ2 = 2(km + σr0)
Σ1 − Σ2 = −2(km + σr0)
(6.69)
Ce qui montre que le matériau renforé est équivalent, en déformation plane, à un matériau
de von Mises de résistane en ission simple keq = km + σr0.
6.3.2.2 Cas d'une distribution tridimensionnelle de bres
On se propose ii de déterminer le ritère de résistane en déformation plane dans Oxy,
dans le as d'une distribution ontinue et isotrope des bres.
Le taux de déformation radial est donné par :
Drr = D : er⊗er (6.70)
soit, en exprimant le tenseur taux déformation D et le veteur er dans la base prinipale
(e1, e2, ez) de D, il vient :
Drr = D : er⊗er = D1 sin2 θ cos2 φ+D2 sin2 θ sin2 φ (6.71)
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La fontion d'appui Πr(D) des phases renforement est donnée dans e as par :
Πr(D) = σr0
∫ 2π
φ=0
∫ π/2
θ=0
|Drr| sin2 θ dθ dφ (6.72)
= σr0
∫ π/2
θ=0
sin3 θ dθ 2
∫ π
φ=0
|D1 cos2 φ+D2 sin2 φ| dφ = 4σ
r
0
3
∫ π
φ=0
|D1 cos2 φ+D2 sin2 φ| dφ
(6.73)
On distingue 4 as selon les valeurs de D1 et D2. On trouve après aluls :
⋄ D1 ≥ 0 et D2 ≥ 0 ((D1, D2) 6= (0, 0))
Πr(D) = σr0
2π
3
(D1 +D2) (6.74)
⋄ D1 < 0 et D2 < 0
Πr(D) = −σr0
2π
3
(D1 +D2) (6.75)
⋄ D1 ≥ 0 et D2 < 0
Πr(D) =
2σr0
3
[2 sin(2φ∗)(D1 −D2) + (4φ∗ − π)(D1 +D2)] (6.76)
⋄ D1 < 0 et D2 > 0
Πr(D) = −2σ
r
0
3
[2 sin(2φ∗)(D1 −D2) + (4φ∗ − π)(D1 +D2)] (6.77)
ave φ∗ = Artg(
√
−D1
D2
)
Ces dernières expressions montrent que, à résistanes en tration des phases ren-
forement σr0 égales, la fontion d'appui de l'ensemble des phases renforement Π
r(D) est
égale à elle obtenue par une distribution bidimensionnelle de bres multiplié par 2/3.
Le domaine de résistane Gr est alors l'image de son homologue obtenue en 6.3.2.1 et
représenté par la gure 6.8 par une homothétie de entre l'origine (Σ1 = 0,Σ2 = 0) et de
rapport 4/3.
La représentation géométrique du domaine de résistane des phases renforement
Gr, de la phase matrie Gm et de leur somme de Minkowski Ghom est donnée sur la gure
6.8. Elle montre que le ritère de résistane en déformation plane du milieu renforé est
un ritère de von Mises de résistane en ission keq = km +
4σr0
3
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Figure 6.8  Distribution tridimensionnelle : représentation géométrique du domaine Ghom
6.3.3 Un exemple de mise en ÷uvre
On reprend dans ette setion l'exemple de l'éprouvette onstituée d'un matériau de von
Mises de résistane en ission km, renforé par une distribution bidimensionnelle de bres
de résistane en tration σf0 . Cette éprouvette est soumise au hargement dérit à la
setion 6.2.4 (i.e essai de ompression en déformation plane dans le plan de renforement
du matériau) (voir gure 6.3 ).
On rappelle que, d'après les aluls de la setion 6.3.2.1, le domaine de résistane
marosopique est le domaine de von Mises de résistane en ission équivalente
keq = km + σr0.
Approhe statique par l'intérieur :
On onsidère le hamp de ontrainte homogène suivant :
Σ = −2keqey⊗ey − keqez⊗ez (6.78)
qui est statiquement admissible ave Q = keq S et vérié le ritère de résistane maro-
sopique puisque :
f eq(Σ) =
√
1
2
Σ : Σ− keq = 0 (6.79)
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e qui onduit à un minorant du hargement extrême :
Q+ ≥ 2keqS (6.80)
Approhe inématique par l'intérieur :
On onsidère ii le même hamp de vitesse virtuel déni en (6.29) :
Û =
U
H
(x ex − y ey) (6.81)
Le hamp taux de déformation assoié à e hamp de vitesse inématiquement admissible
s'exprime par :
D =
U
H
(ex⊗ex − ey⊗ey) (6.82)
La puissane résistante maximale déterminée par :
Prm(U) =
∫
Ω
Πhom(DdΩ) (6.83)
où Πhom est la fontion d'appui du domaine Ghom, donnée d'après les résultats de 6.3.2.1
et 6.3.2.2 par :
Πhom(D) =
 k
eq
√
2D : D si trD = 0
+∞ si trD 6= 0
(6.84)
d'où l'expression de la puissane résistante maximale suivante :
Prm(U) = 2k
eqUS (6.85)
L'appliation de l'approhe inématique onduit alors à l'inégalité suivante :
Q ≤ Q+ =⇒ Pext(U) = QU ≤ Prm(U) = 2keqUS (6.86)
e qui permet de trouver un majorant du hargement de ruine Q+ :
Q+ ≤ 2keqS (6.87)
La ombinaison des résultats de l'approhe statique (6.80) et de l'approhe inématique
(6.87) onduit à la valeur extrême de Q+
Q+ = 2keqS (6.88)
Dans le as d'un matériau renforé par une distribution bidimensionnelle de bres
equi-orientées dans le plan (Oxy), keq = km+σr0, on trouve alors la valeur du hargement
extrême en 6.2.4.1 : Q+ = 2(km + σr0)S.
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6.4 Conlusion
On a présenté dans e hapitre, la dénition ainsi que la onstrution du ritère de ré-
sistane marosopique du matériau à bres. Le domaine de résistane marosopique
Ghom a également été présenté dans l'espae des ontraintes prinipales (Σ1 , Σ2) dans le
as de soliitation en déformation plane. Les apaités de résistane du matériau à bre
sont alors aratérisées, à l'éhelle marosopique, par la donnée du domaine Ghom qui
peut-être mise en ÷uvre, tel qu'il a été fait dans la dernière setion de e hapitre, par les
approhes statiques et inématiques du alul à la rupture dont le but est de déterminer,
ou au moins enadrer, le hargement de ruine de strutures en systèmes multiphasiques
dutiles.
* *
*

Chapitre 7
Conlusions et perspetives
Conlusions
Une modélisation multiphasique permettant de dérire le omportement des ouvrages en
sols renforés par inlusions a été réemment développée [50℄ puis étendue pour rendre
ompte de la raideur à la exion et au isaillement des inlusions [28℄ et à la prise
en ompte de l'interation entre le sol et les renforts [49℄. La présente ontribution se
présente omme une suite de es travaux, permettant de développer un modèle méanique
apable d'aéder au omportement marosopique des matériaux omposites à bres,
dont la mirostruture est onstituée d'une matrie et d'une distribution de bres plus
ou moins longues orientées dans toutes les diretions de l'espae.
Le deuxième hapitre est onsaré à la onstrution du modèle. Une approhe analogue
à elle présenté dans [50℄, par les puissanes virtuelles, est adoptée, permettant d'aboutir
aux équations d'équilibre par phase et au tenseur de raideur marosopique dans le adre
d'un omportement élastique linéaire des diérents onstituants et sous l'hypothèse d'une
adhérene parfaite entre les diérentes phases. Deux morphologies ont été étudiées, elle
d'une matrie isotrope renforée par une distribution isotrope de bres aboutissant à un
omportement marosopique isotrope, puis le as où toutes les bres sont oplanaires et
equi-orientées. Bien qu'elle ne soit pas tout à fait en aord ave la distribution des bres
dans les omposites étudiés, le as d'une distribution plane de bres est très utile pour
développer des solutions analytiques simples dans le as de solliitations en déformations
planes dans le plan des renforts.
On s'est intéressé par la suite à l'estimation du omportement marosopique du
omposite à bres par la mise en ÷uvre des approhes d'homogénéisation lassiques
basées sur la solution d'Eshelby. Après une brève présentation du adre de la méthode
et la position du problème aux limites, le shéma dilué ainsi que elui de Mori-Tanaka
sont mis en ÷uvre pour l'estimation du omportement marosopique dans le as
d'un renforement unidiretionnel puis pour une distribution ontinue plane des bres
et enn pour une distribution tridimensionnelle isotrope des bres. La onfrontation
des résultats obtenus par l'estimation diluée, l'estimation de Mori-Tanaka et elle du
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modèle multiphasique, développée au hapitre 3, montre que les diérentes méthodes
aboutissent au même omportement élastique marosopique au premier ordre de la
fration volumique de renforement près.
Le quatrième hapitre est onsaré au développement du modèle multiphasique
dans le adre d'un omportement anélastique des diérents onstituants. La mise en
÷uvre du modèle multiphasique dans e adre s'avère très aisée du fait de la simpliité
de la loi de loalisation permettant d'aboutir aux eorts intérieurs par phase à partir de
la onnaissane de l'état de ontrainte marosopique. La première partie de e hapitre
onerne le as où les bres, et par suite les phases renforements, ont un omportement
élastique fragile. Le omportement marosopique d'une éprouvette renforée soumise à
des essais ÷dométrique et de tration en déformation plane, ainsi que elui d'une poutre
soumise à un essai de exion en déformation plane sont par la suite étudiés, montrant une
première phase élastique suivie d'une phase d'endommagement (omportement post-pi).
Le as où la matrie ainsi que les bres de renforement ont un omportement élastique
parfaitement plastique a été aussi abordé et mis en ÷uvre pour développer la solution
analytique, basée sur le modèle multiphasique, du problème de déformation uniaxiale
homogène imposée à une éprouvette renforée. Un paramètre adimensionnel permettant
de quantier la résistane relative de la matrie par rapport à elle des bres joue ii
un rle essentiel dans l'évolution élasto-plastique du omportement marosopique de
l'éprouvette.
La mise en ÷uvre numérique d'un ode de alul multiphasique est présentée au
hapitre 5. Ce ode, permettant de tenir en ompte du omportement élastique endom-
mageable des bres, est par la suite utilisé pour simuler les essais de tration simple et de
exion en déformation plane, pour lesquels des solutions analytiques ont été développées
au hapitre 4. La omparaison des résultats analytiques et numériques montre que le
ode de alul permet de retrouver la solution homogène de l'essai de tration, mais ses
résultats s'éartent de la solution analytique pour l'essai de exion. An de régler e
problème numérique, une approhe non loale du traitement de l'endommagement a été
adoptée et validée. La seonde partie de e même hapitre s'intéresse au développement
du ode de alul multiphasique dans le adre d'un omportement élasto-plastique des
diérents onstituants. Le ode de alul ainsi développé, permettant de prendre en
onsidération des omportements élastiques fragiles et élasto-plastiques, est par la suite
appliqué à la simulation d'une poutre en béton de bres, soumise à un essai de exion,
permettant de quantier le gain en raideur et résistane de la poutre par rapport au as
non renforé.
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La détermination du ritère de résistane marosopique du matériau omposite,
dans le adre d'un omportement élasto-plastique de la matrie et des bres de renfore-
ment, est par la suite abordée par la mise en ÷uvre des approhes statique et inématique
du Calul à la rupture. Il en résulte que, pour une matrie purement ohérente de von
Mises, renforée par une distribution de bres parfaitement plastiques, le ritère de
résistane marosopique en déformation plane, obtenu par la somme de Minkowski de
elui des phases matrie et renforements, orrespond à un matériau purement ohérent.
Perspetives
Le prolongement de e travail peut être envisagé dans deux diretions prinipales, elle
du développement numérique ainsi que elle de la validation expérimentale.
Le développement numérique du modèle en e qui onerne le traitement loal de
l'endommagement, une étude paramétrique approfondie permettra d'identier la lon-
gueur aratéristique à introduire lors du traitement non loal de l'endommagement des
bres ou de la matrie. L'extension de l'outil numérique développé au traitement des
problèmes tridimensionnel est aussi à envisager. Un tel outil de alul tridimensionnel
rendra possible le alul de strutures dans des ongurations réelles.
La deuxième perspetive de e travail onerne la validation du modèle proposé par
omparaison à des résultats expérimentaux. Le montage d'une ampagne expérimentale
sur diérents matériaux à bres est à envisager.

Annexe A
Notation de Voigt pour les tenseurs
symétriques
On onsidère un tenseur q symétrique d'ordre 2 et un tenseur Q d'ordre 4 possédant la
propriété de symétrie mineure. Dans la base orthonormée (e1, e2, e3), on a : q = qij ei⊗ej : qij = qji
Q = Qijkl ei⊗ ej ⊗ ek⊗ el : Qijkl = Qjikl = Qijlk
(A.1)
En notation de Voigt, le tenseur q est représenté dans ette même base (e1, e2, e3) par le
veteur à 6 omposantes suivant :
[q] =

q11
q22
q33
√
2 q23
√
2 q13
√
2 q12

(e1, e2, e3)
(A.2)
tandis que le tenseur Q est représenté par la matrie 6x6 suivante :
[Q] =

Q1111 Q1122 Q1133
√
2Q1123
√
2Q1113
√
2Q1112
Q2211 Q2222 Q2233
√
2Q2223
√
2Q2213
√
2Q2212
Q3311 Q3322 Q3333
√
2Q3323
√
2Q3313
√
2Q3312
√
2Q2311
√
2Q2322
√
2Q2333 2Q2323 2Q2313 2Q2312
√
2Q1311
√
2Q1322
√
2Q1333 2Q1323 2Q1313 2Q1312
√
2Q1211
√
2Q1222
√
2Q1233 2Q1223 2Q1213 2Q1212

(e1, e2, e3)
(A.3)
Notation indiielle :
QIJ = Qijkl
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ave les relations suivantes :
ij,kl 11,11 22,22 33,33 23,23 13,13 12,12
I,J 1,1 2,2 3,3 4,4 5,5 6,6
Annexe B
Conditions aux limites homogènes et
Lemme de Hill
On va montrer que, dans le as de ontrainte homogène imposée sur le bord d'un domaine
Ω : T (x) = Σ · n(x), la ontrainte marosopique Σ est égale à la moyenne du hamp des
ontraintes dans Ω. Par quelques développements mathématiques, on a :
〈 σij 〉 = 1|Ω|
∫
Ω
σijdΩ =
1
|Ω|
∫
Ω
(σikxj),kdΩ =
1
|Ω|
∫
∂Ω
σikxjnkdS
= Σik
1
|Ω|
∫
∂Ω
xjnkdS = Σik
1
|Ω|
∫
Ω
xj,kdΩ = Σikδkj
1
|Ω|
∫
Ω
dΩ = Σij (B.1)
De la même façon, pour le as de déformation homogène imposée sur le bord de Ω :
ξ(x) = ∈.x, on a :
〈 εij 〉 = 1|Ω|
∫
Ω
εijdΩ =
1
|Ω|
∫
Ω
ξi,jdΩ =
1
|Ω|
∫
∂Ω
ξinjdS =
1
|Ω|
∫
∂Ω
∈ik xknjdS
=
1
|Ω|
∫
Ω
∈ik xk,jdΩ =∈ik δkj 1|Ω|
∫
Ω
dΩ =∈ij (B.2)
On démontre maintenant le Lemme de Hill : pour des onditions aux limites homogènes
en déformation ou en ontrainte, on a la relation suivante : 〈 σ : ε′ 〉 = 〈 σ 〉 : 〈 ε′ 〉, où σ est
un hamp des ontraintes qui satisfait l'équation d'équilibre divσ = 0 et ε
′
est un hamp
indépendant de σ qui satisfait la ondition de ompatibilité : ε
′
(x) = ∇sξ ′(x) où ξ ′ est
inématiquement admissible ave des onditions homogènes en déformation. En fait, on
a :
〈 σijε′ij 〉 =
1
|Ω|
∫
Ω
σijε
′
ijdΩ =
1
|Ω|
∫
Ω
σijξ
′
i,jdΩ =
1
|Ω|
∫
Ω
(σijξ
′
i),jdΩ
=
1
|Ω|
∫
∂Ω
σijξ
′
injdS (B.3)
Pour le as de ontrainte homogène imposée : T (x) = Σ.n(x), on obtient :
〈 σijε′ij 〉 = Σij
1
|Ω|
∫
Ω
ξ
′
i,jdΩ = Σij〈 ε 〉ij (B.4)
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Pour le as de déformation homogène imposée sur le bord de Ω : ξ(x) = ∈.x, on a :
〈 σijε′ij 〉 =
1
|Ω|
∫
∂Ω
σij ∈′ik xknjdS =∈
′
ik
1
|Ω|
∫
∂Ω
σijxknjdS =∈′ik
1
|Ω|
∫
Ω
(σijxk),jdΩ
(B.5)
= ∈ik 1|Ω|
∫
Ω
σijxk,jdΩ =∈ik 1|Ω|
∫
Ω
σijδkjdΩ =∈ik 1|Ω|
∫
Ω
σikdΩ =∈ij 〈 σ 〉ij
Annexe C
Composantes de tenseur d'Eshelby dans
un milieu isotrope
L'inlusion de forme ellipsoïdale de révolution autour de l'axe x3, noyée dans un milieu
isotrope inni dont le tenseur d'élastiité C est déterminé par :
C = 3kJ+ 2µK (C.1)
où J = 1
3
1⊗1 désigne la partie sphérique du tenseur unitaire d'ordre quatre I et K = I−J.
Les relations entre le module de ompression k et de isaillement µ ave le module d'Young
E et le oeient de Poisson ν : 
3k =
E
1− 2ν
2µ =
E
1 + ν
(C.2)
Les omposantes du tenseur d'Eshelby SE sont présentés i-dessous :
S1111 =
3
8(1− ν)
τ 2
τ 2 − 1 +
1
4(1− τ)(1− 2ν −
9
4(τ 2 − 1)) g(τ)
S3333 =
1
2(1− ν) [1− 2ν +
3τ 2 − 1
τ 2 − 1 − (1− 2ν +
3τ 2
τ 2 − 1) g(τ)]
S1122 =
1
4(1− ν) [
τ 2
2(τ 2 − 1) − (1− 2ν +
3
4(τ 2 − 1)) g(τ)]
S1133 = − 1
2(1− ν)
τ 2
τ 2 − 1 −
1
4(1− τ)(1− 2ν −
3τ 2
τ 2 − 1) g(τ) (C.3)
S3311 =
1
2(1− ν) [1− 2ν +
1
τ 2 − 1 − (1− 2ν +
3
2(τ 2 − 1)) g(τ)]
S1212 =
1
4(1− ν) [
τ 2
2(τ 2 − 1) + (1− 2ν −
3
4(τ 2 − 1)) g(τ)]
S2323 =
1
4(1− ν) [1− 2ν −
τ 2 + 1
τ 2 − 1 −
1
2
(1− 2ν − 3(τ
2 + 1)
τ 2 − 1 ) g(τ)]
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où τ est le rapport d'aspet de l'inlusion et :
g(τ) =
τ
√
τ 2 − 1− arccosh(τ)
τ(τ 2 − 1)3/2 (C.4)
On peut obtenir les autres omposantes non nulles par permutation entre l'indie 1 et 2
et par la permutation grâe à la propriété de symétrie mineure SEijkl = S
E
jikl = S
E
ijlk.
Annexe D
La ondition de ompatibilité
On rappelle l'expression du tenseur de déformation (4.52) :
∈ = −yω(t)
ℓ
(ex⊗ex + ϕey⊗ey) (D.1)
On note w la partie antisymétrique du gradient des déplaements qui vérie les relations
suivantes :
wik,j =∈ki,j − ∈jk,i (D.2)
ξik =∈ik +wik (D.3)
En appliquant (D.2) on intègre les omposantes de w :

wxy,x = ∈xx,y − ∈xy,x= −ω(t)
ℓ
wxy,y = ∈xy,y − ∈yy,x= 0
wxy,z = 0
=⇒ wxy = −ω(t)
ℓ
x+ q1 (D.4)

wxz,x = ∈xx,z − ∈zx,x= 0
wxz,y = 0
wxz,z = 0
=⇒ wxz = q2 (D.5)

wyz,x = 0
wyz,y = 0
wyz,z = 0
=⇒ wyz = q3 (D.6)
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En utilisant (D.3) on intègre les omposantes de ξ :
ξx,x = ∈xx= −ω(t)
ℓ
y
ξx,y = ∈xy +wxy = −ω(t)
ℓ
x− q1
ξx,z = ∈xz +wxz = q2
=⇒ ξx = −ω(t)
ℓ
xy + q1y + q2z + q4 (D.7)

ξy,x = ∈y,x +wyx = ω(t)
ℓ
x+ q1
ξy,y = ∈yy= ϕ ω(t)
ℓ
y
ξy,z = ∈yz +wyz = q3
=⇒ ξy = −ω(t)
2ℓ
(x2 + ϕ y2) + q1x+ q2 (D.8)

ξz,x = ∈zx +wzx = −q2
ξz,y = ∈zy +wzy = −q3
ξz,z = ∈zz= 0
=⇒ ξz = −q2x− q3y + q4 (D.9)
où q1, q2, q3, q4 sont les onstantes et en hoisissant d'annuler le mouvement
rigidiant(q1 = q2 = q3 = q4 = 0), on obtient nalement le hamp de déplae-
ment :
ξ = −ω(t)
ℓ
xyex +
ω(t)
2ℓ
(x2 + ϕ y2)ey (D.10)
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